Année 2020-2021
L3 — SV Concours
HLMAB09 Mathématiques

Devoir maison (a rendre le 5 octobre 2020)

La qualité de la rédaction et de la présentation sera prise en compte dans la notation. Les
exercices sont indépendants.

Exercice 1. On considére une suite (pn)nen définie par :

0<py<1

T
n+1 3_ 2pn

1. Quelle est la fonction F'(p) telle que py 1 = F(py)?

2. Donner I'allure du graphe de F' (un simple dessin est demandé, utilisez un outil numé-
rique si besoin).

3. Montrer que F' est croissante sur [0, 1]. En déduire que 0 < p,, < 1 pour tout n € N.

4. Simplifier p,1+1 — p, de sorte a déterminer son signe. En déduire les variations de la
suite (pn)nen © croissante, décroissante, ni I'un ni I'autre ?

5. Montrer que la suite (py,)nen converge, déterminer sa limite.

Exercice 2. On considére la suite (uy,)nen définie par :

U()Zl

2
unH:l—i—u— pour n > 0

n

1. Quelle est la fonction f(p) telle que up 1 = fuy)?

2. Etudier le sens de variation de f sur [1,3], en déduire que I'intervalle [1, 3] est stable
par f. Que peut-on en déduire sur (uy)pen?

3. Soient (vy,) et (wy,) les suites définies par v,, = ug, et wy, = Ugyt1.
a) Quelle est la fonction g telle que v,11 = g(vy,)?

b) Quel est le sens de variation de g sur [1,3]?

d

e) En déduire que (v,,) et (wy) sont convergentes et déterminer leurs limites respec-
tives.

c) Montrer que (v,,) est croissante en raisonnant par récurrence.
) En déduire que (wy,) est décroissante.

4. Quelle est la nature de la suite (uy)?
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Exercice 3. On considére la suite (p,,)nen définie par :

po=1letp =2
Pnt+1 = \/PnPn—1 pour n > 1

Montrer que si 0 < a < b, alors a < Vab < b.
Montrer par récurrence que pa, < Pan+1 pour tout n.
Montrer que (p2n)nen est croissante et que (pan+1)neN est décroissante.

En déduire que (p2n)nen et (P2n+1)neN sont convergentes.

ok~ w o=

Posons £ := lim,, o0 P2n €t £/ := limy, o0 Pont1-
a) Montrer que ¢/ = \/¢¢'. En déduire que ¢ = /'.

b) Soit x,, := p2p,_1. Quelle est la limite de z,, ? Que dire de x,, 1 en fonction de
Ty, ? En déduire la valeur de £.

6. Conclusion : pourquoi la suite (p,)nen converge-telle, et quelle est sa limite ?
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