
Exercice 1. (pn)nœN
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0 < p0 < 1
pn+1 = pn

3 ≠ 2pn

F (p) pn+1 = F (pn)
F

F [0, 1] 0 < pn < 1 n œ N
pn+1 ≠ pn

(pn)nœN

(pn)nœN

Exercice 2. (un)nœN
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u0 = 1
un+1 = 1 + 2

un
n Ø 0

f(p) un+1 = f(un)
f [1, 3] [1, 3]

f (un)nœN

(vn) (wn) vn = u2n wn = u2n+1

g vn+1 = g(vn)
g [1, 3]

(vn)
(wn)
(vn) (wn)

(un)

 



0LpoLeExercice
µ Ing pou n

On voitque pa F pis pour n 70

où f p est la fonction ftp.z zp
définie sur R LE

Lechoixde la variable p dans la fonction f estarbitraire
on aurait aussi bien pu écrire Fln

d
3 2 x

rein le choix decettefonction F vousparaîtpeutêtreévident

maisréalisezqu'il existe beaucoupd'autresfonctions f
telles

que µ f pis And o Toute autre fonction F quiprend

aussi naturelle que ftp.zzp il suffitdemodifiertt
comme on veutendehors

despointsp popa pa

Legraphe de F ressemble à f o 0

rein asymptotehorizontaleen

Î
car ftp rs p

y ifasymptote

horizontale 9 Étape Easymptoteverticale x

y f
2 qdp a

etqdp

Etudions F sur G D i la fonctionestdérivable de dérivée

F p
Ip CUp

îÆ ËE
dérivée de



on voitque f p o pour o tp E 1

Donc F est strictementcroissante sur la D

De plus f o o et f s 1

Donc le tableau de variations sur laD est

n 0

En particulier on en déduitque l'intervalle f0,1 eststablepar F

si Otp Es alors 0 EFlp E 1

et donc puC on peu tout n
EN

raisonnementparrécurrence

poC lois parhypothèse

si pu Cfais alors Mpm C leD
e à d pa Ela D

par pu ftp.n pn
2N 2 Pn p

3 2pm 3 2pm 3 2pm

on saitque 0 Epu 21

donc 3 2pm 73 2 130

pu 0
donc pu pu to

pu s E o

pou tout
n so

On vient de démontrerque la suite pn n en estdécroissante

punEpn Vu 0

lasuite pa new estdécroissante et
minorée paro doncelle verge

Sa limite l doitvérifier le Fcl car Fst continue sur le D

On résout le Il 2 l L s 2L 2 l 2L 1 e 0

Donc l O on le Mais les srimpossible fiefftp.tee.oip Daepn f



Exercice 1

un s pourmyo

On pose f p 1 f définie sur 1RE go u Jo C

mêmesremarques que dans l'exerciceprécédent

Sur l'intervalle 1,33

f estdérivable de dérivée f p
On a f p o si 2Ep
Donc feststrictementdécroissante sur f1,3

De plus f11 1 3 et f13 1

Ffdp 5h

On a 1 LEs donc l'intervalle 1,3 eststablepar f

si 1 Ep E 3 alors 1 E ffp 43

Comme u 1 appartient à 1,3

et un flan pour ns 0

on en déduit que un C f1,3 pour tout
n 70

récurrencesimple

On pose Un 42in suite destermesd'indicepaire
vu Uzun suite destermesd'indiceimpair



a Vrai 42cm 42N a fluza f f nan f fins

ainsi vu g vu pour g fopf
composition

b Comme f estdécroissante sur lris
la fonction g estcessante sur Ca

si 1 E pt q E 3

f
c à d 1 E g p tg g E 3

Onpouvaitaussi calculer gexplicitement
et l'étudier

Ou bien dire que g comme composée de fonctions dérivables fet f1

estégalementdérivable avec

g p Cfof p f fdp f p 70
p

formulededérivation p
d'unefonctioncomposée car f f pt lo

et f p 20

c On montre par récurrence que vu Eva tu 0

Vo 40 1

les fluo f11 3

vs lez flua f13 déjà calculé

on a bien v E vs

si vu Evan alors g vu Lg vu car g estcroissante

C à d vnr te Vnr



donc Nn Evan tu 0 par récurrence

d On en déduit que vu new est décente puisque

Un t 42N z fluor 2 f vu

Êï

ËË Ïü
e La suite vu new est

croissante etmajorée par 3

donc elle converge disons vers le

La suite non new est
décroissante et minorée par 1

donc elle converge disons vers l

Comme g est
continue on a nécessairement g Ill il et g l't.lt

Or g p f f p 1T 1 j
1 4 pt2t2P n.JP2pt2p 2 p 2

donc g p p s Iptf ppt 2

s Ip 2 p pt
t pl p 2 0 D 9

s pa 1 2 on 1

2est la seule limite possible car s si

Donc leur 2 et 42ns je 2

Donc Un 2 la suitedestermespairs et la quite
destermesimpairs

convergent et ont la même limite



Exercice 3. (pn)nœN
Y
]

[
p0 = 1 p1 = 2
pn+1 = Ô

pnpn≠1 n Ø 1

0 < a < b a <
Ô

ab < b

p2n < p2n+1 n

(p2n)nœN (p2n+1)nœN

(p2n)nœN (p2n+1)nœN

¸ := limnæŒ p2n ¸Õ := limnæŒ p2n+1

¸Õ =
Ô

¸¸Õ ¸ = ¸Õ

xn := p2
npn≠1 xn xn+1

xn ¸

(pn)nœN

2

Si 0 La Lb

alors a Lab Lb

donc ta Lfb Lfb
a b

Montrons que par Lpa 4h30 par récurrence sur ni

po 1 et ps 2 on a bien po Lps

supposons par Lpmn
alors par Lt 2pm d'après
c à d pour L P2ntz L parti

puis punir LFPantzPart L parti

c à d pantz L prenez L parti

inégalitévoulue



Donc pm 4pm Kyo

la suite pan new est croissante

On a pu L parti question précédente

donc pas L fË L parti

print2

ainsi par L purr et
donc pan nen et

croissante

la suite pain nen
et décroissante

on vient de voir que purr L parti

on en déduit que

Pantz L FPutzput C parti
Pm 3

ainsi par L paru et donc parDuan est
décroissante

On a donc

p Lpz Lpa L 2 pmLPanic L L puis2pm L L pa l pa

la suite pau estcroissante la suite pan est
décroissante

et par Lparti
tn

donctous lespain sont inférieurs
à tous lespans

On en déduitque pur et pou convergent

la première est une suite croissante majorée

la deuxième est une suite décroissanteminorée



On pose t.by pur et l parti

at Par passage à la limite dans la relation de récurrence

Parti fpar pou i
1 d d
l l l

on trouve l et

d'où l ll d'à l L

b posons au Pn Pn I
si n pai alors p l'et Pn l l

alors d'unepart au l i

ne qq.d.es
m l'l et ma l

d'autre part
Maxi put pn Pnpa i Pn car pun

pn'pn
donc put pnpa i

Nn

la suiteCnn et constante

Cette constante est ma pipe 4

po 1 pa 2

Bouclier
î

limite de la suite
pn


