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Chapitre 1

Suites réelles et topologie de R

1.1 Convergence des suites réelles et complétude de R

1.1.1 L’espace des nombres réels

On ne donnera pas dans ce cours de construction mathématique de 'espace des nombres
réels. On pars de ce que vous connaissez : (R, 4, x) est un corps, muni de plus de la relation
d’ordre usuelle, ou de maniére équivalent, de la notion de nombre positif et strictement positif.
On admet par ailleurs la propriété fondamentale suivante :

Théoréme 1.1.1 (Propriété de la borne sup (admise)). Soit A une partie majorée de R, alors
il existe un (unique) plus petit majorant de A, noté sup A et appelé la borne supérieure de A.

Rappels de terminologie :

— Une partie de R est un sous-ensemble de I’ensemble R,

— M € R est un majorant de A si pour tout élément a de A, a < M,

— la partie A C R est majorée s’il existe au moins un majorant de A.

On peut aussi reformuler la définition de la borne sup avec des quantificateurs comme suit.
Soit. A une partie majorée de R. Alors sup A est I'unique réel qui satisfait les deux propriétés :

1. Va € A, a <supA,

2. VM eR, (Va€e A,a< M) =supA < M.

Exemple 1.1.2.
1. Si A = {a} est un singleton, alors sup A = {a}.
2. SiA=10,1] ou A=10,1] alors sup A = 1.
Si A n’est pas majoré, on pose sup A = +oo.

Corollaire 1.1.3. Soit A C R wune partie minorée. Alors il existe un (unique) plus grand
minorant de A, noté inf A.

Démonstration. On considére la partie B = {—a | a € A}. C’est une partie majorée de R et
pour tout minorant m de A, —m est un majorant de B. Par conséquent, —sup B est le plus
grand minorant de A. O

Proposition 1.1.4 (admise). Pour tout nombre réel x € R, il existe une partie A C R telle
que x =supA et A C Q.

Remarque 1.1.5. C’est méme comme ¢a qu’on peut construire R, avec des parties de Q
particuliéres appelées coupures de Dedekind.



1.1.2 Premiére application de la borne sup

Théoréme 1.1.6. Soit (u,) une suite réelle magjorée et croissante. Alors (uy) converge, quand
n — oo, vers sup{u, | n € N}.

Démonstration. Notons | = sup{u,, | n € N}. On a en particulier u,, < [ pour tout n. Soit
€ > 0 un réel strictement positif. Comme [ — e < [, [ — € n’est pas un majorant de {u,, | n € N},
donc il existe un entier ng tel que | — € < uy,. Or (u,) est croissante, donc on a, pour tout n
supérieur ou égal a ny,

l—e<u, <lI.

On a donc prouvé que (uy,) converge vers . O

Remarque 1.1.7. — Dans le cas d’une suite (uy,) croissante mais non majorée, (uy) tend
vers 00, qui est aussi sup{u, | n € N} par définition.
— Une suite décroissante tend vers inf{u, | n € N}, qui est un réel si la suite est minorée,
et égal & —oo sinon.

1.1.3 Valeurs d’adhérence d’une suite, limsup et liminf

Rappel de définition : soit (u,) une suite réelle.
— On appelle suite extraite (ou sous-suite) de (uy) toute suite réelle (vy,) telle qu’il existe
une application ¢ : N — N strictement croissante avec

Un = Ug(n)

pour tout n.

— Si (ug(n)) est une sous-suite de (uy) et si (ug(,)) converge vers une limite finie [ € R, on

dit que [ est une valeur d’adhérence de la suite (uy).

On peut aussi admettre les valeurs +0o comme valeurs d’adhérence si on veut. Exercice :
montrer qu’'une suite admet +o0o comme valeur d’adhérence si et seulement si elle n’est pas
majorée.

On va utiliser deux candidats remarquables pour des valeurs d’adhérence. Avant ca :

Remarque 1.1.8. Si (u,) est une suite réelle majorée, alors la suite (v,) définie par v, =
sup{uy | kK > n} est une suite décroissante. En particulier, la limite lim v, € RU{—o00} est bien
définie.

Définition 1.1.9. Soit (uy) une suite réelle. On pose

limsupu, = lim sup{ug | k >n} € RU{too}
n—+o00 n—00

et
o ITIN S
lﬁglﬂg Up nlLIEO inf{ug | k >n} € RU{£o0}.

(Si (uy) est majorée, lim sup u,, est bien définie par la remarque précédente, sinon sup{uy, |
k > n} = +oo pour tout n, donc limsup,, ,, ., up = +00.)

Proposition 1.1.10. On a liminf,, | (—u,) = —limsup,_, | o Up.
Démonstration. En exercice, méme principe que pour passer de sup a inf. O

Théoréme 1.1.11. Soit (uy) une suite réelle majorée. Alors limsup,, _, | . uy, est la plus grande
valeur d’adhérence de u,,.



Démonstration. Il y a deux parties dans I’énoncé :
1. lim sup u,, est une valeur d’adhérence,
2. pour toute valeur d’adhérence y de (uy,), limsup u, > y.

Commengons par le deuxiéme point. Soit (ug(,)) une suite extraite convergente vers y. On a
Ug(n) < sup{ug | k > ¢(n)} donc par passage a la limite, y < limsup u,.

Pour le premier point, on construit inductivement une fonction strictement croissante ¢ :
N — N. Pour cela on commence par poser arbitrairement ¢(0) = 0. Si ¢(n) est construit, alors
on choisit ¢(n + 1) 'un des éléments de n tel que

— p(n+1) > d(n) et

— Ug(ny1) > sup{ug | k> ¢(n) +1} — 7.
Un tel élément existe par définition de la borne sup : la borne sup est le plus petit des majorants.
Alors

1
sup{ug | k > ¢(n) + 1} — nrl < Ugny1) < sup{ug | k> ¢(n) + 1}

donc par encadrement, limy, oo Ugn) = limsup,_, un, ce qui réalise la limsup comme une
valeur d’adhérence. O

De méme, on peut montrer le théoréme suivant.

Théoréme 1.1.12. Si (uy,) est minorée, alors liminf u,, est la plus petite valeur d’adhérence
de (up).

Théoréme 1.1.13. Une suite réelle (u,) converge dans R si et seulement si limsupu, =
lim inf u,, € R.

Démonstration. — Toutes les valeurs d’adhérence d’une suite convergente coincident avec
la limite.
— Reéciproquement, supposons lim sup u,, = limsupu, = [ € R. Alors par définition de la
limsup, il existe un rang N7 tel que pour tout n > Ny,

sup{ug | k> n} <l+e.
De méme, il existe un rang Ny tel que pour tout n > N,
inf{ug | k >n} >1—e
Donc pour n > max(Nj, Na), on a
l—e<inf{ug | k>n} <wu, <sup{up |k >n} <l+e

On a ainsi montré que u,, converge vers [.

O]

Remarque 1.1.14. Pour les limites infinies, on a les caractérisations suivantes en terme de
lim sup et liminf. On a lim u,, = 400 si et seulement si lim inf u,, = +00. Dans ce cas, on a bien
str aussi lim sup u,, = +00. Et on a limu,, = —o0 si et seulement si lim sup u,, = —oo. Dans ce
cas, on a aussi liminf u,, = —oo. Attention, lim inf u,, = —oo seul ne permet pas de dire si u,,
tend vers —oo, mais seulement d’affirmer que (u,) n’est pas minorée.



1.1.4 Suites de Cauchy et complétude

Rappel de définition : une suite réelle (u,) est de Cauchy si pour tout € > 0, il existe un
ng € N tel que pour tous m, n > ng, |up — uy| < €.

Théoréme 1.1.15 (Complétude de R). Toute suite de Cauchy dans R converge dans R.

Démonstration. Soit (uy,) une suite de Cauchy. On commence par montrer que (u,) est bornée.
Par définition, pour € = 1, on peut trouver un ng € N tel que pour tout m, n > ng, |um—u,| < 1.
En particulier, pour tout n > ng, |u,| < |un,| 4+ 1. On a donc pour tout n € N,

lun| < max{|ugl, ..., [ung—1], [tng| + 1}

En particulier, (u;,) est bornée.

Comme conséquence de ce fait, lim sup u, et liminf u, sont deux valeurs d’adhérence finies
de (uy).

Soit x une valeur d’adhérence finie de (u,) (par exemple lim sup u,, grace au raisonnement
ci-dessus). Nous allons maintenant montrer que (u,) converge vers x. Soit € > 0.

Soit (ug(n)) une suite extraite qui converge vers x. Par définition, on peut donc trouver un
n1 € N tel que pour tout n > nq,

[Ug(ny — | < €/2.

Puisque (uy,) est de Cauchy, on peut par ailleurs trouver un ns € N tel que pour m, n > no,
on ait
[t — up| < €/2.

On en déduit que, pour n > max(nj, ng), on a

[tn, = ] < Jtn = Ug(ng)| + [Ug(ng) — 7]
<€/2+¢€/2
< €

ce qui termine la preuve de la convergence de (uy,). O

Théoréme 1.1.16 (Incomplétude de Q). I existe des suites (uy,) de Cauchy avec u, € Q pour
tout n, qui ne convergent pas vers un élément de Q.

C’est vrai en prenant n’importe quelle suite dans Q qui converge vers un nombre irrationnel.
Une telle suite existe pour tout rationnel, par exemple en utilisant la propriété admise au début
de ce cours : tout réel est la borne sup d’un ensemble de nombres rationnels.

Exemple 1.1.17. Rappelons par exemple pourquoi v/2 n’est pas rationnel.

Démonstration. Par I’absurde, supposons v/2 = 7 avec a, b € Z premiers entre eux. En passant
au carré, on a 2b%> = a2, donc a? est pair. Ceci implique que @ aussi est pair. Notons a = 2k.
En réinjectant, on a ainsi 2b°> = 4k2, donc b? = 2k2. Cette fois-ci, cela implique que b?, donc
b, sont pairs. Alors 2 est un diviseur commun a a et b, ce qui contredit I’hypothése que a et b
sont premiers entre eux. O
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1.2 Propriétés topologiques des parties de R

1.2.1 Owuverts de R

On commence par une notion préliminaire, qui va servir a tout définir, et dont une généra-
lisation naturelle marchera pour R™.

Définition 1.2.1. Soit z € R. Une partie A de R est un voisinage de x s’il existe un réel
strictement positif 7 > 0 tel que |z —r,z + r[C A.

Partie de R Voisinage de 07
R oui
{0} non
10,1] non
[0,1] non
Exemple 1.2.2. | —1,1] oui
] —1,0[U]0, 1] non
[-1/n,1/n]neN oui
| —1,3] oui
[—10, 400] oui
{1/n|neN*} non

Définition 1.2.3. Une partie A C R est ouverte si pour tout a € A, A est un voisinage de a.

On dira aussi : A est un ouvert de R.
Avec des quantificateurs, la définition s’écrit (attention a l'ordre)

Va € A,3r e R, Jx —r,x+r[C A.

Partie de R Ouvert 7
R oui
{0} non
10, 1] oui
[0,1] non
Exemple 1.2.4. | —1,1] oui
] —1,0[U]0, 1] oui
[—1/n,1/n]n €N non
| —1,3] non
[—10, +o0] non
{1/n|n e N*} non

Proposition 1.2.5. Soient a < b € R. L’intervalle ouvert Ja,b[C R est ouvert.

Démonstration. Soit x €]a,b[. Posons r = min(b — =,z —a). On a r € R%, et

a<zrz—r<z<z+r<b

donc |x — 7,z + r[Cla, b]. O
Exercice 1. Montrer que, si a € R, b € R, alors les intervalles ouverts |a, +oo[, | — 00, b] et
R =] — 00, +00[ sont aussi des parties ouvertes de R.

Proposition 1.2.6. 1. Soit (U;)ier une famille d’ouverts U; C R, indexée par un ensemble

quelconque I. Alors | J;c; U est un ouvert de R.



2. Soient Uq,...,U, un nombre fini d’ouverts de R. Alors UyNUsN---NU, est un ouvert
de R.

Démonstration. La premiére propriété est immédiate par définition. En effet, soit a € (J;c; Us.
Alors il existe un i € I tel que a € U;. Or U; est ouvert, donc il existe un réel strictement positif
r tel que
la—r,a+r[CcU; C UU]-.
Jel
Donc | J;c; Ui est ouvert.
Pour la seconde propriété, soit a € Uy N Uy N --- N U,. Pour chaque i € {1,...,n}, a € U;

et U; est ouvert, donc il existe r; > 0 tel que |a — r;,a + r;[C U;. Posons r = min{ry,...,r,}.
Alors on a
n n
la —r,a+r[C m]a—ri,a—f—m[c ﬂUi
i=1 i=1
Donc Uy NUs N --- N U, est ouvert. ]

Remarque : c’est faux pour une intersection quelconque. En effet la preuve ne marche
plus car pour une famille infinie de réels strictement positifs (r;);cr, on peut trés bien avoir
inf{r; | ¢ € I} = 0. Par ailleurs, il y a des contre-exemples. Pour un contre-exemple explicite,

on peut considérer les ouverts | — 1/n,1/n[ pour n € N*. On a alors
() 1-1/n,1/n[= {0}
neN*

(exercice) qui n’est pas ouvert.

Remarque 1.2.7. Par définition, tout ouvert de R est une réunion d’intervalles ouverts. En
effet, si A est ouvert, choisissons pour tout a € A un réel strictement positif r, tel que Ja —
Tay @+ 74]C A. Alors on a par double inclusion immédiate,

A= U]a—ra,a+ra[.
acA
En fait, on peut écrire tout ouvert de R comme réunion dénombrable d’intervalles ouverts
disjoints (Exercice difficile).

Définition 1.2.8. Soit A C R une partie quelconque. On appelle intérieur de A, et on note
A, le plus grand ouvert de R qui contient A.

Remarque 1.2.9. — Pour montrer son existence, et le décrire, il suffit de remarquer que
A= U{U | U ouvert C A}

— L’ensemble A est ouvert si et seulement si A = A.

Proposition 1.2.10. L’intérieur de A est l’ensemble des points a € A tels que A soit un
voisinage de a.

Démonstration. — Comme A est ouvert, A est voisinage de tout a € A Or Ac A, donc
A est voisinage de tout a € A.

— Réciproquement, soit a € A tel que A soit un voisinage de a. Soit r un réel strictement
positif tel que Ja —r,a + r[C A. Alors Ja — r,a + r[ est un ouvert contenu dans A donc
la—ra+r[C A par définition de Dintérieur, et donc en particulier, a € A.

O

Exemple 1.2.11. [1,2] =]1,2[=[1,2[ =]1,2[, {0} =0, R = R.



1.2.2 Fermés de R

Définition 1.2.12. Une partie A de R est fermée si son complémentaire R \ A est une partie
ouverte de R.

Autrement dit, A est fermé si
Va e R\ A, 3r e R} ,Ja—r,a+r[C R\ A.

Exemple 1.2.13. — Un segment [a,b], avec a < b € R est fermé, car R\ [a,b] =] —
00, a[U]b, +00[ est une réunion d’intervalles ouverts, donc est une partie ouverte de R.
— De méme, les intervalles de la forme | — 00, b] et [a, +00[ sont fermés.

Proposition 1.2.14. 1. Soit (F;)icr une famille de fermés de R, indexée par un ensemble
quelconque I. Alors (;c; F; est un fermé de R.

2. Soient Fi,...,F, des fermés (en nombre fini), alors Fy U---U F,, est un fermé de R.

Démonstration. Les deux propriétés découlent de la proposition correspondente pour les ou-

verts, en notant que
R\ (ﬂF) = J®R\F)

i€l iel
et
R\(FAU---UF,)) =R\ F)U---UR\ Fp,).

O

Remarque 1.2.15. La encore, c’est faux pour une réunion infinie en général. Par exemple,
Upen<[—1, —1/n] = [=1,0[ qui n’est pas fermé.

Théoréme 1.2.16 (Définition séquentielle des fermés). Une partie B de R est fermée si et
seulement si pour toute suite réelle convergente (uy) & valeurs dans B, la limite de (uy,) est un
élément de B.

Démonstration. Supposons d’abord que B est fermé, c’est-a-dire que R\ B est ouvert. Soit
(up) une suite & valeur dans B, et supposons que (uy) converge vers une limite [ € R\ B (on
raisonne par I’absurde ici). Alors comme R \ B est ouvert, il existe un réel strictement positif
r tel que |l —r,l +r[C R\ B. C’est une contradiction avec limu,, =l et u, € B pour tout n.
Supposons maintenant que R\ B n’est pas ouvert. Construisons une suite (u,) & valeurs
dans B, qui converge vers un élément de R\ B. Comme R\ B n’est pas ouvert, il existe | € R\ B
tel que pour tout 7 > 0, ]l — r,l + r[NB # (). On construit alors (u,) en choisissant, pour tout
n € N*, un élément u,, €]l —1/n,l+ 1/n[NB. Par construction, (u,) converge vers [ et prouve
le résultat. O

Définition 1.2.17. Soit A C R une partie quelconque. On appelle adhérence de A, et on note
A, le plus petit fermé de R contenant A.

Remarque 1.2.18. — Pour montrer son existence et le décrire, il suffit de remarquer que
A=({F | F fermé > A}
— La partie A est fermée si et seulement si A = A.

Proposition 1.2.19. L’adhérence A de A est Uensemble des points de R qui sont limites d’une
suite & valeurs dans A.



Démonstration. — Si B est un fermé contenant A (par exemple A) alors par la caractéri-
sation séquentielle des fermés, B contient toutes les limites de suites réelles convergentes
a valeurs dans A.

— On montre l'autre inclusion par I'absurde. Soit x € A qui n’est pas limite d’une suite
a valeurs dans A. Alors il existe un € > 0 tel que |z — €,z + ¢[C R\ A, donc le fermé
R\]z — €, + €[ contient A. Par définition de A, on a donc A C R\|z — ¢,z + €[ et c’est

une contradiction avec x € A.
O

Exemple 1.2.20. On a par exemple |1,2[ = [1,2[ = [1,2] = [1,2], {0} = {0}, R = R, etc.

Remarque 1.2.21. Les parties R et () sont a la fois ouvertes et fermées. Existe-t-il d’autres
parties de R qui soient a la fois ouvertes et fermées?

1.2.3 Compacité

Définition 1.2.22. Une partie A de R est compacte si pour toute suite (u,,) a valeurs dans A,
il existe une sous-suite (ug(,)) qui converge vers un élément de A.

La définition donnée ici est par la propriété de Bolzano-Weierstrass. On va montrer que
dans R, une caractérisation des compacts est donnée par la propriété d’étre a la fois fermé et
borné. Dans le cas d’un espace topologique général, la bonne définition est plutot obtenue par
la propriété de Borel-Lebesgue, dont nous ne parlerons pas dans ce cours.

Proposition 1.2.23. Soit A une partie compacte de R, alors A est fermée.

Démonstration. Soit (u,) une suite a valeurs dans A, convergente, de limite [ € R. Par com-
pacité, il existe une sous-suite (ug(,)) qui converge vers un élément de A. Puisque (uy) est
convergente, la sous-suite (u¢(n)) converge vers la méme limite [. Donc [ € A. On a ainsi vérifié
par la définition que A est fermée. O

Proposition 1.2.24. Soit A une partie compacte de R, alors A est bornée.

Démonstration. On raisonne par l'absurde. Supposons par exemple que A n’est pas minorée.
Alors on peut construire une suite (u,) d’éléments de A avec u,, < —n pour tout n € N. En
particulier, (uy,) tend vers —oo et limsupu, = —oo. On en déduit que (u,) n’admet aucune
valeur d’adhérence finie. C’est une contradiction avec la compacité. Le cas o A est minorée
mais pas majorée se traite de la méme maniére en construisant une suite qui tend vers +co. [

Théoréme 1.2.25. Une partie de R est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée.

Démonstration. Etant donné les deux propositions précédentes, il reste seulement & montrer
qu’une partie fermée et bornée est compacte. Supposons que A est une partie fermée et bornée
de R. Soit (uy,) une suite a valeurs dans A. En particulier, elle est bornée, donc elle admet des
valeurs d’adhérences finies dans R (par exemple limsup u,). Soit (ug(,)) une sous-suite de uy,
qui converge vers lim sup u,. Alors, comme A est fermé, lim sup u,, € A, donc on a bien vérifié
la définition de la compacité pour A. O

10
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TD 1 : Suites réelles et topologie de R

Exercice 2.

1. Soit (up)nen une suite de nombres réels et [ un nombre réel. Rappeler la définition avec

des quantificateurs de lim u,, = [.
n—oo

2. Soient (uy) et (vy,) deux suites de nombres réels, de limites respectives [, € Ret [, € R
en +oo. Quelle est la limite de la suite (u,v,)? Démontrer ce résultat.

3. On considére la suite (uy,) définie par u, = SZI?{

pour € = 1/10 et e = 1/100, déterminer le rang ngy a partir duquel tous les termes de la
suite restent dans U'intervalle [1 — e, 1 + ¢€].

Montrer que (u,) converge vers 1, et

4. Quelles sont les valeurs d’adhérences de la suite définie par u, = (—1)"-3+27

Exercice 3. On considére la suite (u,) définie par une donnée initiale ug > —2 et la relation
de récurrence up4+1 = F(uy,), avec F(x) = /2 + x.

1. Représenter le graphe de F'. Utiliser les diagrammes en toile d’araignée pour deviner le

comportement de la suite (u,) pour ug = —1, puis ug = 3.
2. Déterminer les points fixes de F.
3. Pour ug > 2, montrer que (u,) est décroissante, et tend vers 2.

4. Donner la limite de (u,) selon les valeurs de ug.

Exercice 4.
1. Calculer limsup,,_,,.(—1)"(1 + 1).
2. Soient (ay) et (by,) deux suites réelles. Montrer que

lim sup(a, + b,,) < limsup a,, + limsup b,,.

n—oo n—oo n—oo

Trouver un exemple ot les inégalités sont strictes.

3. Soit () une suite d’éléments de R et soit f : R — R une fonction continue. Montrer
que si f est croissante alors

f(limsupx,) = limsup f(x,) et f(liminfxz,) = liminf f(z,).
n—00 n—oo n—00 n—00

Que dire si f est décroissante ?

Exercice 5. Rappeler la définition d’une suite de Cauchy. Les suites réelles définies par les
relations de récurrence suivantes sont-elles de Cauchy ?

1
n+1l

1
2. uozletunﬂzun—l—w

1. ug=1et upy1 = up +



Exercice 6. Parmi les sous-ensembles de R suivants, lesquels sont ouverts ? fermés ? compacts 7
Déterminer leur adhérence et leur intérieur.

X, =[-1,2] Xy =[-1,2]

X3=Q thzﬂ@fﬁ[—laﬂ

X; =R\ Q Xg =R*
Xy_{i\n>0} Xg_{iywo}u{()}
X9:U]1—i,1+;[ Xlozﬂ]l—i,H—;[

neN*
X11 ={z |sin(z) < 1/2}

Exercice 7. Soit A un sous-ensemble non vide de R. On dit que A est discret si tous ses
points sont isolés, c’est-a-dire Va € A, Ir > 0, Ja — r,a + r[NA = {a}.

1. Donner des exemples de sous-ensembles de R dénombrables, d’intérieurs vides, fermés
et discrets.

Montrer qu'une partie discréte de R est d’intérieur vide.
Une partie discréte de R est-elle nécessairement fermée ?
Une partie d’intérieur vide de R est-elle discréte ?

Montrer qu'une partie dénombrable de R est d’intérieur vide.

AT e

Une partie d’intérieur vide est-elle dénombrable ?

Exercice 8. Montrer qu'une partie discréte de R est dénombrable. On pourra utiliser le fait
qu’une famille (;), j € J d’intervalles ouverts non-vides deux & deux disjoints de R est indexée
par un ensemble J dénombrable (pourquoi?).

Que pouvez-vous dire d’une partie compacte et discréte de R 7

Exercice 9.

1. Soit f: R — R une fonction continue vérifiant f(x) — +oo lorsque |z| — +o00. Montrer
que f admet un minimum global sur R.

2. Soit f une fonction continue sur R admettant des limites finies en 400 et —co. Montrer
que f est uniformément continue.

3. Soit f un fonction continue sur R. Montrer I’équivalence des deux propositions suivantes.
li = :
(a) lim [f(z)] = +o0

(b) L’image réciproque de tout compact par f est compacte.



Exercices complémentaires

Exercice 10.

1. Soit y un réel > —1 et n un entier naturel. Montrer 1'inégalité
(I+y)" >1+ny.

2. Soit x un réel. On considére les suites (un(x)) et (v,(x)) définies, pour n > |z|, par

m= (D) = 0)

Montrer que u,, et v, sont adjacentes, et rappeler la notation habituelle pour leur limite
commune.

Exercice 11.

1. Soit f une fonction continue définie sur un intervalle fermé I = [a, ], telle que f(I) C I.
Montrer que f admet au moins un point fixe dans I, c’est & dire un point xg tel que
f(.To) = Zy.

2. On suppose a partir de maintenant que f est k-contractante. C’est a dire qu’il existe un
réel k €]0, 1] tel que pour tous x, y € I, on ait |f(x) — f(y)| < k|x — y|. Montrer qu’elle
est continue, et que le point fixe fourni par la question précédente est unique.

3. On s’intéresse maintenant & la suite définie par ug € R et la relation de récurrence

|f/(x)| < k pour tout x dans I. Montrer que f satisfait les hypothéses de 'exercice.

Exercice 12. Soit f une fonction monotone sur un intervalle I. Montrer que ’ensemble de ses
points de discontinuité est dénombrable.

Exercice 13.
1. Soit f: R — R une fonction continue et nulle sur Q. Montrer que f est nulle.
2. * Soit 7 un réel irrationnel. Montrer que 1’ensemble Z + Nr est dense dans R.

3. Soit f : R — R une fonction continue, 1-périodique et v/2-périodique. Montrer que f est
constante.

Exercice 14. Soit I un segment de R. Soit A un ensemble, et a tout @ € A, on associe un
intervalle ouvert J, C R. On suppose que I C |J,cq Ja-

1. On suppose d’abord A dénombrable. En raisonnant par I’absurde, montrer qu’il existe
un sous-ensemble fini B C A tel que I C [J,cp Ja- (On pourra construire une suite
d’éléments de I qui évitent de plus en plus d’intervalles J,.)

2. * Montrer la méme propriété dans le cas ot A n’est pas supposé dénombrable.
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Chapitre 2

Propriétés topologiques des parties de
Rn

2.1 Voisinages et propriétés topologiques

2.1.1 Voisinages dans R

En introduisant une notion de voisinage, comme dans R, on va pouvoir définir de maniére
analogue les propriétés topologiques des parties de R™. On verra ensuite comment caractériser
ces propriétés par les suites.

On rappelle que R™ est muni de la norme Fuclidienne, notée ||| : si x = (z1,...,z,) € R™,

|| = \/2? + -+ 22.

En utilisant cette norme, on définit aussi la distance euclidienne entre deux points : si x =
(T1,...,2n) ety = (Y1,...,yn) € R, alors

d(z,y) = lly — 2| =V —21)2 + -+ + (yn — 7n)%

Ceci permet de définir des boules dans R™ : si x € R™ et r € R4, on appelle boule (euclidienne)
ouverte de centre x et de rayon r I’ensemble

alors

o

B(x,r) :=={y e R" | d(z,y) <r}
et boule (euclidienne) fermée de centre x et de rayon r I'ensemble
B(z,r):={y € R" | d(z,y) <r}.

Exemple 2.1.1. — Sin=1,onaB(x,r) =]z —rz+r[et Blz,r) =[x —raz+r7].
— Sin = 2, les boules sont des disques de centre x et de rayon r. La boule fermée contient
le cercle frontiére, alors que la boule ouverte ne contient aucun point du cercle frontiére.

Définition 2.1.2. Soit A C R™ une partie de R" et a € R™ un élément de R™. On dit que A
est un voisinage de a s'il existe r € R%_ tel que B(a,r) C A.

Remarque 2.1.3. — Attention : ici on demande que le rayon de la boule ouverte considé-
rée soit strictement positif. Une boule ouverte de rayon nul est en fait 'ensemble vide,
quel que soit le centre. On le garde dans la définition car ¢a peut simplifier la rédaction
a certain moments.

— Par conséquent, si A est un voisinage de a, on a en particulier a € A.
— Dans le cas n = 1, on retrouve bien la définition du chapitre précédent.

Exemple 2.1.4. Les boules B(O, 1) et B(0,1) sont des voisinages de 0.

14



2.1.2 Propriétés topologiques : définitions

Définition 2.1.5. Soit A une partie de R™. Alors

— A est ouvert si pour tout point a € A, A est voisinage de a;

— A est fermé si R™\ A est ouvert;

— A est borné sl existe M € Ry tel que A C B(0,M);

— A est compact si A est fermé et borné.
L’adhérence A de A est le plus petit fermé de R™ qui contient A. L’ intérieur Ade Aestle plus
grand ouvert de R"™ contenant A.

Remarque 2.1.6. Dans R, pour vérifier que 'intérieur et ’adhérence étaient bien définis, on
a utilisé la propriété fondamentale des ouverts : une réunion quelconque d’ouverts est ouverte.
Cette propriété reste vraie dans R", et c’est toujours une conséquence directe de la définition :
soit (Aj)jes une famille d’ouverts de R", et a € (J;c; A;. Alors il existe un jo € J tel que
a € Aj,. Or Aj, est ouvert, donc il existe r € R* tel que B(a,r) C Aj, C Ujes 4. Donc
U e Aj est un voisinage de a et on a ainsi montré que U ieg Aj est ouvert.

2.1.3 Exemple fondamental : les boules

o

On considére dans cette partie les boules ouvertes et fermées B(0,1) et B(0,1) de centre
0 et de rayon 1 dans R™. On va notamment vérifier que la terminologie et les notations sont
cohérentes : B(0,1) est un ouvert de R™, B(0,1) est un fermé, et B(0,1) est l'intérieur de
B(0,1).

Proposition 2.1.7. La boule FEuclidienne ouverte f)’((), 1) est un ouvert de R™.
Démonstration. Soit a € B(0,1). Posons r := 1 — |jal|. On a r € R?% car par définition |a|| =
la=0]| <1.Siy € B(a,r), on a ||y — a|| < r donc par inégalité triangulaire,

Iyl < lly —all +llal <7+ llaf| =1
Donc y € B(0,1). On a ainsi montré B(a,r) C B(0,1), donc B(0,1) est un voisinage de a.
C’est vrai pour tout a € B(0,1) donc B(0,1) est ouvert. O

Remarque 2.1.8. — On adapte sans mal cette preuve et les suivantes a des boules de
centre et rayon quelconque.
— Meéme dans le cas du rayon nul, on a B(z,0) = () pour tout x € R, et () est une partie
ouverte.

Proposition 2.1.9. Soit a € R" tel que ||a|| = 1. Alors a € B(0,1), mais B(0,1) n’est pas un
voisinage de a. En particulier, B(0,1) n’est pas ouvert.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que, pour n’importe quel r € R%, la boule é(a,r) n’est
pas incluse dans B(0,1). Etant donné r, on considére y := (14 %)a. On a |y|| = (1 + %)|a|| =
I1+5>1et|y—al=% <rdoncyc B(a,r) NR™\ B(0,1), ce qui termine la preuve. O
Remarque 2.1.10. Plus généralement, une boule fermée B(z,r) n’est voisinage d’aucun des
points de la sphére S(z,t) = {y € R" | d(y,z) = r}.
Proposition 2.1.11. La boule euclidienne fermée B(0,1) est un fermé de R™.
Démonstration. On a R™ \ B(0,1) = {y € R™ | d(y,0) > 1}. Soit a € R™ \ B(0,1). On veut
montrer que R™\ B(0, 1) est un voisinage de a. Soit r := ||a|]| — 1. Alors si d(y,a) < r, on a par
inégalité triangulaire

lall < Nyl + lly — all < llyll +r
donc ||y|| > |la|]| — r =1, c’est-a-dire y € R™ \ B(0,1). On a montré ce qu'il fallait. O
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Corollaire 2.1.12. La boule fermée B(0,1) est compacte.
Exercice 15. La boule ouverte B(0,1) n’est pas fermée.
Proposition 2.1.13. L’intérieur de B(0,1) est B(0,1).

Démonstration. Notons A := B(0,1). Comme B(0,1) C A et B(0,1) est ouvert, on a B(O 1) C

A. Réciproquement, soit a € A. Comme A est ouvert, A est voisinage de a. Comme Ac A,
A est aussi voisinage de a. On a vu précédemment que A n’est voisinage d’aucun point de
la sphere S(0,1). Or B(0,1) = B(0,1) LU S(0,1), donc a € B(0,1). On a ainsi prouvé Pautre
inclusion A C é(O, 1) et I'énoncé de la proposition. O

2.2 Suites et topologie dans R?

2.2.1 Suites convergentes dans R?
Définition 2.2.1. Une suite (uy)neny d’éléments de R? converge vers | € R? si
Ve > 0,3N € N,Vn > N, |ju, — || <e.
Remarque 2.2.2. |[u, — | <e¢ < u, € B(le)
On a donc une caractérisation équivalente :

Proposition 2.2.3. Une suite (un)nen d’éléments de R? converge vers | € R? si et seulement
si pour tout voisinage A de l, il existe un rang N € N a partir duquel tous les termes de la suite
sont dans A.

Idée de preuve. < : les boules centrées en [ sont des voisinages de [
= : si A est un voisinage de [, 3¢ > 0 tq B(l,¢) C A. ]

Une autre caractérisation équivalente découlant directement de la définition est : (uy)
converge vers [ si et seulement si ||uy, — [|| est une suite réelle convergente de limite 0.

Exemple 2.2.4. Les suites de terme général suivants convergent vers (0,0) dans R2.

(0,0) (;0> (Cozgg)’sjigg)) (Coj@wsr;m)>

Remarque 2.2.5. Les coordonnées de chacune de ces suites convergent individuellement vers
0. On va le démontrer en général plus tard.

Proposition 2.2.6 (Caractérisation séquenticlle des fermés). Une partie A C R? est fermée si
et seulement si pour toute suite (up)neN de R?, qui converge vers | € R% et qui satisfait u, € A
pour tout n € N, on al € A.

Démonstration. = : On suppose A fermée, c’est-a-dire, par définition, que R?\ A est ouvert.
Soit (uy) une suite d’éléments de A qui converge vers [ € R?. Par la caractérisation ci-dessus,
tout voisinage de [ contient des ¢léments de A (les termes (u,) & partir d’'un certain rang).
Donc R4\ A n’est pas voisinage de I, donc puisque R?\ A est ouvert, [ ¢ R\ A. Autrement
dit, [ € A.

< : On suppose maintenant que, pour toute suite (u,) a valeurs dans A, qui converge vers
leR? onale A On va montrer que A est fermé, en raisonnant par 1’absurde. Supposons
que R%\ A n’est pas ouvert. On peut donc choisir un élément [ € R%\ A dont R?\ A n’est pas
voisinage. En particulier, pour tout n € N*, Pensemble B(I,1/n) NR%\ (R4\ A) = B(l,1/n)N A
n'est pas vide. En choisissant pour tout n € N*, un élément u,, € B (I,1/m) N A, on construit
une suite (u,) & valeurs dans A, qui converge vers [. La premiére hypothése implique [ € A, ce
qui contredit [ € R\ A, O
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On peut re-démontrer de cette maniére qu'une boule fermée est fermée.

Exemple 2.2.7. Soit R € R, et x € R%. Alors la boule euclidienne fermée B(x, R) de centre
x et de rayon R est un fermé de R?. Soit (u,,) une suite dans B(x, R), qui converge vers [ € RY.
Par définition, B(z,R) = {y € R? | ||y — z|| < R}. En particulier, on a ||u, — z|| < R pour
tout n et par passage a la limite, ||l — z|| < R. Cette derniére affirmation signifie exactement

l € B(x,R).

Attention, dans le passage a la limite, on a omis une partie du raisonnement : sous ’hypo-
theése limu, =, on a lim||u,, — z|| = ||l — z||. C’est un bon exercice d’écrire la justification de
ce passage.

Proposition 2.2.8. Soit A C R? une partie quelconque. L’adhérence de A est I’ensemble des
points de R% qui sont limites de points de A.

Démonstration. En exercice (c’est essentiellement la méme preuve que sur R). O
Pour un exemple d’application, voir par exemple 'exercice 26 du TD.

Définition 2.2.9. Si A et B sont deux parties de R%, et A C B, on dit que A est dense dans
Bsi A= B.

Corollaire 2.2.10. La partie A est dense dans B si et seulement si tout point de B est limite
d’une suite a valeurs dans A.

Remarque 2.2.11. Puisqu’une partie A C R est ouverte si et seulement si R?\ A est fermée,
on peut aussi déterminer si une partie est ouverte en termes de suites. Pour 'intérieur, on utilise
la caractérisation séquentielle de I’adhérence et la proposition suivante.

Proposition 2.2.12. On a R4\ A =R%\ A,

Démonstration. En exercice : voir exercice 25 du TD. O

2.2.2 Suites de Cauchy et complétude de R?
Définition 2.2.13. Soit (u,) une suite d’éléments de R?. On dit que (u,) est de Cauchy si

Ve > 0,3IN € N,Vm,n > N, ||up, — un|| < e

Dans cette section, on va montrer le théoréme suivant, en utilisant un lemme encore plus
important.

Théoréme 2.2.14. L’espace R? est complet, c’est-a-dire que toute suite de Cauchy dans R?
converge vers un élément de R?.

Le lemme suivant rameéne au cas des suites réelles. Pour 1’énoncer, on introduit quelques
notations, que I'on conservera jusqu’a la fin du chapitre.

Soit (5 )nen une suite dans R%. On note x, = (Z1m, T2, - -+, ZTdp) en coordonnées pour
tout n € N. Ceci fournit d suites réelles correspondantes a une suite dans R?.

Lemme 2.2.15. 1. La suite (x)nen converge vers 1 = (11, ..., 1q) € R? si et seulement si
pour tout i € {1,...,n}, la suite réelle (x;n)nen converge vers l;.
2. La suite (x,)nen est de Cauchy si et seulement si pour tout i € {1,...,n}, la suite réelle

(in)nen est de Cauchy.
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Démonstration. La preuve repose de maniére essentielle sur 'inégalité suivante, valable pour
tout z = (x1,...,14) € R

sup{|z;| |i € {1,...,d}} < |lz|| < Vdsup{|zi| | i € {1,...,d}} (2.1)

Pour la preuve de cette inégalité, on référe au TD du troisiéme chapitre, ou on utilise le méme
principe que dans la question 1 de I’exercice 16 du TD.

On prouve la premiére proposition de I’énoncé du lemme, la seconde suivant les mémes
étapes de preuve.

Si (zy,) converge vers [, alors par définition,

Ve > 0,IN € NNVn > N, ||z, — || <e.
En utilisant la partie de gauche de 'inégalité (2.1), on en déduit que pour tout i € {1,...,d},
Ve > 0,IN e N,Vn > N, |z;, — ] <,

c’est-a-dire que (z;,,) converge vers ;.
Réciproquement, supposons que (z;,) converge vers l; pour chaque i € {1,...,d}. Soit
e > 0. Alors pour tout i € {1,...,d}, il existe N; € N tel que

€

T

Vn > Ni,  |xin — 1] <
Pour n > N := max{N; |i € {1,...,d}}, on a donc,

. €
sup{|zi| | i € {1,...,d}} < 7
En appliquant la partie de droite de l'inégalité (2.1), on en déduit
Ve > 0,AN e NN\Vn > N, ||z, — || < ¢
et donc que (z,,) converge vers I. O
Les exercices 22 et 23 du TD sont en particulier reliés a ce lemme.

Preuve du Théoréme. Si (x,) est de Cauchy, alors par le deuxiéme point du lemme, chacune
des suites () est de Cauchy. Chacune est convergente, vers un /; € R, par complétude de R.
On applique le premier point du lemme pour en déduire que (x,,) converge vers | = (I1,...,1l3) €
R4, D

2.2.3 Caractérisation séquentielle des compacts

11 suffit quasiment de recopier le cas d = 1.

Théoréme 2.2.16. Une partie A C R? est compacte si et seulement si pour toute suite (xn) a
valeurs dans A, (x,) admet une valeur d’adhérence dans A.

Remarque 2.2.17. Il découle du lemme de la section précédente que [ = (I1,...,1l) € R? est
une valeur d’adhérence de (z,) si et seulement si pour tout ¢ € {1,...,d}, l; est une valeur
d’adhérence de (z;,). (Ce n’est pas complétement immeédiat si on veut I’écrire proprement :
faire 'exercice de le rédiger).
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Démonstration. = : Supposons A compacte, c¢’est-a-dire fermée et bornée d’aprés la définition
donnée dans ce chapitre. Soit (z,,) une suite a valeurs dans A. C’est une suite bornée, donc
chaque (z;,) est bornée également (utiliser I'inégalité (2.1) pour voir ¢a). Donc chaque (z;,)
admet une valeur d’adhérence l; € R (par exemple [; = limsup,,_,.. ;). Donc (x,) admet
I =(ly,...,lg) comme valeur d’adhérence par la remarque préliminaire. Comme A est fermé,
le A

Réciproquement, montrons d’abord que A est fermée (en supposant la deuxiéme partie de
I’énoncé du théoréme). Soit | € A, et par caractérisation séquentielle de I’adhérence, soit ()
une suite a valeurs dans A qui converge vers [. Par convergence, [ est I'unique valeur d’adhérence
de (z,,), donc [ € A. On obtient ainsi A = A, et A est fermée.

Supposons maintenant A non bornée. Alors pour tout n € N, on peut trouver un élément
r, € ANR?\ B(0,n). En particulier, ||2,|| > N pour n > N. Si [ est une valeur d’adhérence
de (z,), alors c’est la limite d’une sous-suite (z4(,)), et on a [|I|| > #(N) pour tout N € N (par
passage a la limite), donc ||I|| = occ. O

Les exercices 27 et 30 du TD donnent des exemples d’application de cette caractérisation.
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TD 2 : Propriétés topologiques des parties de R"

Exercice 16. Dans cet exercice, on utilise la définition des ouverts wvia les voisinages, et pas
de critéres séquentiels. On représentera chaque raisonnement sur un dessin. On considére les
parties de R? :

U:=]-1,1[x] - 1,1] et F:=[-1,1] x [-1,1].

1. Calculer le plus grand réel r, et le plus petit réel R, tels que
B(0,7) C F C B(0,R),

ou B(0,r) désigne la boule Euclidienne fermée de centre 0 et de rayon r.
Montrer que U est ouvert.
Montrer que F est fermé.

Déterminer l'intérieur de F'.

AR

Montrer que F' est compact.
Exercice 17. Quels sont 'adhérence et I'intérieur de R x {0} c R2?

Exercice 18. On considére la bande verticale
C={(z,y) eR?*|0< 2 <1} CR?%

Montrer que C' est fermé. Quel est I'intérieur de C'?

Exercice 19. Soit (a,b) un vecteur de R?, et ¢ un réel. On considére
D = {(z,y) € R? | ax + by > c}.

Si (0, yo) € D, déterminer le plus grand réel r tel que la boule Euclidienne ouverte B((zo, yo), )
soit incluse dans D. Montrer que D est une partie ouverte de R2.

Exercice 20. Pour chacun des ensembles de R? suivants, les représenter et déterminer s'’ils
sont compacts.

{(0,0)} {0} x [0, 1]

{0} x [0,1]U]0, 1] x {0} {0} x [0,1]U [0, 1[x{1}

{(z,y) |2>0, y>0, 2y <1} {(z,y) |2>0, y>0, 2> +y*> <1}
{(z,22) |0 <z <1}



Exercice 21. Démontrer ou infirmer les assertions suivantes.
1. Une intersection finie de compacts est compacte.

Une intersection quelconque de compacts est compacte.

Une réunion finie de compacts est compacte.

Une réunion quelconque de compacts est compacte.

DA O

Le complémentaire d'un ouvert non-borné est compact.

Exercice 22. Soit (u,)nen une suite d’éléments de R?. Pour tout n, on note u,, = (o, y,) en
coordonnées. Déterminer si les équivalences suivantes sont vraies :

1. limu, =0 < lim(z,, + y,) = lim(z, —y,) =0

2. (uyn) converge <= (x,, + yn) et (x, — y,) convergent

3. limu, =0 <= lima2 +42 =0

4. (up) converge <= (xk + y2) converge

5. limuy, = (s,t) € R? <= lim ((zn, — $)* + (yn — 1)*) =0

Exercice 23. Soit (u,) une suite d’éléments de R®. On note u, = (2, Yn, z,) en coordonnées.
Déterminer si les équivalences suivantes sont vraies :

1. (uy) converge <= (Ty, + Yn + 2n), (2yn + 32,), et (—z,) convergent
2. (up) converge <= (zy, + 2yn + 32n), (22, + 2yn — 2n) et (x, — 42,) convergent.

Exercice 24. On rappelle que la distance Euclidienne entre deux points z = (z1,...,2,) et
y=(y1,-..,Yn) de R™ est définie par
d(z,y) = [ly — zlla = V(1 — 21)2 + - + (yn — 7).
Si A est une partie de R™, et z € R™, on pose
d(xz,A) := inf{d(z,y) | y € A}.

1. Identifier {x € R" | d(z, A) = 0} & un ensemble défini en cours.
2. Soit € un réel strictement positif. Montrer que 1’ensemble

Ao :={z e R" | d(z,A) < €}

est un ouvert de R™ (faire un dessin).
3. Identifier m Ae.

e€ERY

Exercice 25. Soit A une partie de R™.
1. Montrer que si a € A, alors R™ \ A n’est pas voisinage de a.
2. Montrer que R™ \ A est I'intérieur de R™ \ A.
3. En déduire que A est dense dans R" si et seulement si son complémentaire est d’intérieur
vide.
4. Soit a € A. Rappeler comment construire une suite (u,) & valeurs dans A qui converge
vers a.

Exercice 26. Déterminer I'adhérence de A := {(¢,sin(1/t)) € R? |t > 0} dans R?.

Exercice 27. Soit (uy)nen une suite a valeurs dans R™, qui converge vers une limite [ € R".
Montrer que A := {l} U {u, | n € N} est un sous-ensemble compact de R™.



Exercice 28. Soient A et B deux parties de R™.

1.
2.

Montrer que si A C B, alors AcBet ACB.

Montrer que l'intérieur de AN B est AN B mais qu’on peut avoir une inclusion stricte
de AU B dans l'intérieur de AU B.

On considére
A=10,1U]1,2]U{3} U (QN[4,5])

Déterminer A, A, ;1, fil, Aet A.

. Existe-t-il un ensemble B tel que B #+ B? que B #* B?

Exercice 29. Soit By une boule ouverte dans R™ et By une boule ouverte dans R"”. Montrer
que By x Bg est un ouvert de R"™ = R"™ x R™. En déduire que le produit cartésien d'un
ouvert de R™ avec un ouvert de R est un ouvert de R*.

Exercice 30. Soit K; un compact de R" et Ko un compact de R™. Montrer que K; X K est
un compact de R,

Exercice 31. Soient A et B deux parties de R™. On pose

d(A, B) :=inf{d(z,y) | (z,y) € A x B}.

. Montrer que si A et B sont compacts, alors il existe (zg,y9) € A x B tel que d(A, B) =

d(ifovyo)-

2. Montrer que si deux ensembles compacts A et B sont disjoints, alors d(A, B) > 0.

o

o ot

Montrer que si A et B sont deux compacts disjoints, il existe deux ouverts U et V de
R™ tels que AC U, BCV et UNV ={ (On pourra utiliser I'exercice 24).

Donner des exemples d’ensembles fermés A et B avec d(A4, B) = 0.
Donner des exemples d’ensembles bornés A et B avec d(A, B) = 0.
Montrer que si A est compact et B C R™ \ A est fermé, alors d(A, B) > 0.

Montrer que si A et B sont deux fermés disjoints de R™, il existe deux ouverts U et V'

de R"telsque ACU, BCVetUNV ={.
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Chapitre 3

Fonctions continues R — RP

3.1 Fonctions continues

3.1.1 Définition
Définition 3.1.1. Soit f: ACRP - RY, y € Aetlc RY.

1. La fonction f converge vers | en y (on note limg_,, f(x) = 1) si
Ve> 0,30 >0,Vx € A, ||lz —y|| <6 = ||f(x) = || <e

2. Siy € A, on dit que f est continue en y si lim,_,, f(x) = f(y).

3. On dit que f est continue sur A si f est continue en y pour tout y € A.
Remarque 3.1.2. Si f a une limite en y alors celle-ci est unique (rédiger la preuve en exercice).

Exemple 3.1.3. La fonction f : RP — R définie par f(x1,...,2,) = x1 est continue. En effet,
pour x = (x1,...,2,) et ¥y = (y1,...,Yn), o0 a toujours |x; — y1| < ||z — yl|, donc pour tout
€>0, lz —y| <eimplique [|f(z) = f(Y)l| = [z1 — ] <e.

La fonction de I'exemple précédent s’appelle la projection sur la premiére coordonnée. De
méme, les projections sur les autres coordonnées  — x; pour i € {1,...,d} sont continues.

Proposition 3.1.4 (Caractérisation séquentielle des limites). Dans le cadre de la définition
précédente, on alim,_,, f(x) =1 si et seulement si, pour toute suite (x,) & valeurs dans A, qui
converge vers y, la suite (f(xy,)) converge vers .

Démonstration. C’est une preuve trés formelle en revenant aux définitions avec des epsilons.

= : On suppose lim,_,, f(x) = [. Soit (z,,) une suite dans A qui converge vers y. Soit € > 0,
et soit & > 0 tel que, si ||z — y|| < 4§, alors ||f(x) — ]| < e. Alors comme lim,, o T, = ¥, il
existe un rang N € N tel que pour n > N, ||z, — y|| < §. On a donc, en mettant ces deux
propriétés ensembles : pour tout n > N, || f(zn) — ]| < €. On a donc vérifié par la définition
que lim, o0 f(zp) = L.

<« : Réciproquement, supposons qu’on n’ait pas lim,_,, f(z) = [. Cela signifie qu’on peut
trouver un € > 0 tel que pour tout § > 0, il existe un = € A qui vérifie ||z — y| < ¢ et
|| f(x) — ]| > €. Fixons un tel e. On construit une suite (x,) en choisissant, pour tout n € N*,
un z, € A tel que ||z, —y|| < 1/n et ||f(x,) — ]| > e. Alors lim,, o z, = y, mais (f(x,)) ne
converge pas vers [. O

Corollaire 3.1.5. Une fonction f: A C RP — R? est continue sur A si et seulement si pour
toute suite (x,,) G valeurs dans A, qui converge vers un élément | € A, on a lim,_,o f(x,) =

f(y).
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On note, si f: A CRP = R, f(z) = (fi(z),..., fy(x)) en coordonnées pour tout = € A.
On appelle les fonctions f; : RP — R ainsi définies les fonctions composantes de f.

Proposition 3.1.6. Sil = (I1,...,l;) € RY ety € A, on alim,_,, f(z) =1 si et seulement si
pour tout i € {1,...,q}, lim,_y fi(z) = I;.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la caractérisation séquentielle, et du lemme
du chapitre précédent qui dit qu'une suite (x,) de R? converge si et seulement si ses suites
coordonnées (z;,) convergent pour tout i € {1,...,¢q}. O

Corollaire 3.1.7. Une fonction f : A C RP — RY est continue sur A si et seulement si ses
fonctions composantes le sont.
3.1.2 Quelques opérations sur les fonctions continues/les limites

Proposition 3.1.8. Soit A C RP, soient f : A > R et g: A — R deux fonctions a valeurs
réelles, soity € A et soient o et 8 deux réels. Alors si limg,_,y f(x) = o et lim,y g(x) = B, on

alimg, ., (fg)(z) = af.
Démonstration. Soit € > 0. Par définition des limites de f et g, on a
30 >0,V e A |lz—y|| <d=|f(z) —a| <e

et
Iy >0,Vz € A flz —yl| <v=lg(z) — Bl <e

On a par ailleurs
[f(z)g(x) — af| = [(f(z) — a)g(x) + a(g(z) — B)|

< |f(x) — allg(@)] + [ellg(z) — A
< |f(x) — al(IB] + lg(z) = BI) + lallg(z) - Bl

On a donc, pour ||y — z|| < min(d,7),

[(fg)(x) — af < e(|B] +€) + |ale.

Le terme de droite ci-dessus peut étre rendu aussi petit qu’on veut en choisissant bien €, donc
on a vérifié la définition de lim,_,(fg)(z) = ap. O

Corollaire 3.1.9. Si f et g sont des fonctions de A C RP dans R continues sur A, alors le
produit fg est aussi continu sur A.

Définition 3.1.10. On appelle mondme une fonction f : R? — R définie par f(z1,...,2p) =
aclfl X xé” X - X :c];p avec ki,...,ky, € N.

On a vu que les fonctions qui & x associent 1'une de ses coordonnées sont continues, on
déduit d’applications successives du corollaire précédent ’exemple suivant.

Exemple 3.1.11. Un mondéme est une fonction continue sur RP.

Proposition 3.1.12. Soit A C RP, fi et fo deux fonctions de A dans R?, Ay et Ao deux nombres
réels, y un point de A, 1y et ly deuz éléments de R?. Silim,_,, f1(z) =11 et lim,_, fo(x) = lo,
alors

}Ci_rg()\lfl + A2 fo)(x) = Aily + Aalo.
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Démonstration. En exercice. O

Corollaire 3.1.13. Si A, Ao € R, A CRP, f1, fo: A — RY sont des fonctions continues, alors
A f1 + Ao fo est une fonction continue sur A.

Définition 3.1.14. On appelle polyndme une fonction f de RP dans R obtenue comme com-
binaison linéaire (finie) de monoémes : f = A1 f1+---+ Anfy avec A1, ..., Ay € Ret fi,..., fn
monomes.

Exemple 3.1.15. Un polynéme f : R? — R est continu sur R?.

Proposition 3.1.16. Soit f : A C RP? — R une fonction qui ne s’annule pas sur A. Soity € A.
On suppose limy_,, f(xz) =1 € R\ {0}. Alors la fonction % est bien définie sur un voisinage de

Yy, et on a

I 1 1
1m ——— = —.
a—y f(x) 1

Démonstration. En exercice. O

Corollaire 3.1.17. Soit f : A C RP — R une fonction continue, qui ne s’annule pas sur A.
Alors la fonction % A= Rz % est continue sur A.

Définition 3.1.18. On appelle fraction rationnelle une fonction f : A C R? — R obtenue
comme quotient f = % de deux fonctions polynémes fi et fo, avec A = {x € RP | fo(x) # 0}.

En remarquant f = f; x le’ il suit des opérations précédentes ’exemple suivant.
Exemple 3.1.19. Une fraction rationnelle est continue (sur son ensemble de définition).

Définition 3.1.20. Une fonction rationnelle f : A C RP — RY est une fonction dont chaque
fonction composante est une fraction rationnelle dont I’ensemble de définition contient A.

On se rappelle de la section précédente qu'une fonctions est continue si et seulement si ses
fonctions composantes sont continues, et on obtient ’exemple suivant.

Exemple 3.1.21. Les fonctions rationnelles sont continues sur leur ensemble de définition.

Attention une fonction peut-étre définie par une fraction rationnelle sur un certain ensemble,
et étre continue sur un ensemble plus gros sans étre une fraction rationnelle sur cet ensemble
plus gros. Ce sera plus clair avec I'exercice suivant.

Exercice 32. Soit fj, : R? — R la fonction définie par f(0,0) = 0 et fix(z,y) =
(z,y # (0,0).

1. Montrer que fk|g2\{(0,0)} est continue.

Ik
g2 bour

Indication : il suffit de remarquer que c’est une fraction rationnelle.

2. Déterminer les valeurs de k telles que fj soit continue en (0,0).
Indications : pour deviner les comportements possibles, on peut commencer par le pro-
bleme analogue en dimension 1, c’est-a-dire : quand est-ce que lim;—0 27 =07
On utilisera ensuite des majorations, minorations, ou critéres séquentielles pour démon-
trer la continuité ou la non-continuité.

Faire particuliérement attention au cas k = 2.
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3.2 Fonctions continues et propriétés topologiques

Rappelons quelques notations que nous utilisons dans la suite. Soient A C RP, B C A,
C C R? des ensembles et f : A — R? une fonction définie sur A.
— L’image (directe) de B par f est notée f(B), et désigne 'ensemble {f(x) | x € B}.
— L’image réciproque de C par f est notée f~(C), et désigne 'ensemble {z € A | f(z) €
C}.
On rappelle que méme si la notation implique f~!, les images réciproques sont définies pour
toutes les fonctions, sans supposer qu’elles soient bijectives.

3.2.1 Image réciproques d’ouverts et de fermés

La proposition suivante est une reformulation de la définition de limite pour un point dans
Iintérieur de I’ensemble de définition.

Proposition 3.2.1. Soit f : A C RP — R? une fonction, y € A, | € RY. Alors limg_y f(z) =1
si et seulement si, pour tout voisinage V.C RY de I, f~1(V) est un voisinage de y.

Proposition 3.2.2. Soit U un ouvert de RP et f : U — R? une fonction. Alors f est continue
sur U si et seulement si pour tout ouvert V de RY, f=1(V) est un ouvert de RP.

Démonstration. = : On suppose f continue et V ouvert de R?. Soit a € f~1(V) (c’est-a-dire
acUet f(a) € V). On alim,,, f(x) = f(a), et V est un voisinage de f(a) car V est ouvert,
donc f~1(V) est un voisinage de a. On a montré que f~(V) est voisinage de chacun de ses
points, donc que f~(V) est ouvert.

< : On suppose maintenant que pour tout ouvert V de R4, f~1(V) est ouvert. Soit a € U,
et soit € > 0. On considére V := B(f(a), ). C’est un ouvert de R%. Donc f~(V) est un ouvert
de RP. En particulier, f~*(V) est un voisinage de a € f~*(V), donc il existe § > 0 tel que
B(a,8) C f~1(V). Cest une traduction en termes de boules de la définition de la continuité de

f en a. O

Exemple. Prenons I'exemple de la fonction f : R? — R définie par f(z) = |z|?>. Cest
une fonction continue car elle est polynomiale. Ici U = RP est bien ouvert. On peut donc
appliquer la proposition, par exemple & 'ouvert V =] — oo, 1] de R, et ainsi obtenir que f~(V)

est ouvert. Cela permet de retrouver que la boule euclidienne ouverte de rayon un est ouverte
puisque f~H(V) = B(0,1).

Exemple. Pour une premiére application de I'autre sens, prenons simplement la fonction
identité f : RP — RP définie sur RP tout entier. Il est clair que pour tout ouvert V. C RP,
f71(V) = V est ouvert, donc f est continue (ce n’est pas une surprise...). Pour des exemples
d’application plus intéressant, considérer les exercices 7 et 8 du TD3 (dans la numérotation des
feuilles imprimées!).

Remarque 3.2.3. Tel quel, ’énoncé est faux si on ne suppose pas I’ensemble de définition U
ouvert. Par exemple, considérons la fonction racine carrée f : [0, 4+o00[— R définie par f(z) =
V/Z. Pour un intervalle ouvert ]a, b[ avec a > 0, 'image réciproque f~1(Ja, b]) =]a?, b*[ est bien
un ouvert de R. Par contre, si a < 0 et b > 0, on a f~*(]a,b[) = [0,b?[ qui n’est pas un ouvert
de R. On verra comment le corriger pour qu’il s’applique en général dans la section suivante.

Proposition 3.2.4. Soit F' un fermé de RP et f : F' — RY une fonction. Alors f est continue
sur F si et seulement si pour tout fermé G de R4, f~Y(G) est un fermé de RP.

Exemple. Considérons a nouveau la fonction racine carrée f : [0,00[— R définie par
f(x) = /x. On sait que cette fonction est continue (mais on peut toujours refaire ’exercice de
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le démontrer). Si G' = [a, b] est un intervalle fermé de R avec a > 0, alors on a f~1(G) = [a?, b?].
Si G = [a,b] avec a < 0 et b > 0, on a f~1(G) = [0,b?]. Enfin, si b < 0, on a f~([a,b]) = 0.
Dans tous les cas, on constate bien que f~!(G) est un fermé de R.

Démonstration. Ici on peut utiliser le critére séquentiel de continuité. Supposons f continue,
et G fermé dans RY. Soit (x,,) une suite dans f~1(G), convergente dans R? vers [. On a l € F
car F est fermé. Alors (f(x,)) est une suite dans G convergente dans R? vers f(l) par critére
séquentiel de continuité pour f. Comme G est fermé, on a f(I) € G. Finalement, [ € f~1(G),
donc f~1(G) est fermeé.

Réciproquement, supposons f non continue. Soit (z,) une suite dans F', convergente vers
[ € F, telle que f(zy) ne converge pas vers f(l) (une telle suite existe car le critére séquentiel
de continuité n’est pas satisfait pour f. Alors

Je > 0,¥N € N,3m > N, ||f(zm) — F()]| > €.

On fixe un tel ¢, et on considere le fermé G = R?\ B(f(1), €). Par choix de ¢, on peut construire
une sous-suite (z4(,)) de (r,) qui prends ses valeurs dans fH@Q) : on fixe ¢(0) = 0, puis,
si ¢(n) est construit, on construit ¢(n + 1) comme un des indices m tels que m > ¢(n) et
1f(zm) — f()]| > €. La suite (w4(,)) converge vers [, car c’est une sous-suite de (z,,). C’est une
suite & valeurs dans f~!(G) par définition de G. Mais [ n’est pas dans f~(G), donc f~(G)
n’est pas fermé (car le critére séquentiel de fermeture n’est pas satisfait). ]

Corollaire 3.2.5. Soit f : RP — RY une fonction définie partout. Alors les trois assertions
suivantes sont équivalentes :

1. f est continue sur RP,
2. f~YV) est ouvert pour tout ouvert V de RY,
3. fHQ) est fermé pour tout fermé G de RY.

3.2.2 La ’vraie définition’ des fonctions continues via la topologie induite
Soit A C RP une partie quelconque.

Définition 3.2.6.
— On appelle ouvert de A tout sous-ensemble B C A qui peut s’écrire sous la forme
B=UnNAouU est un ouvert de R?.
— On appelle fermé de A tout sous-ensemble B C A qui peut s’écrire sous la forme B =
FNAouF est un fermé de RP.

Exemple. Prenons p = 1, et A =]0,2] C R. Alors par exemple B =]1, 2] est un ouvert de
A, car on peut I'écrire sous la forme B =|1,3[NA, et U =|1, 3[ est un ouvert de R. L’ensemble
C =|0,1] est, lui, un fermé de A. En effet, on peut I’écrire sous la forme C' = [-1,1] N A, et
F =[—1,1] est un fermé de R.

Remarque. On se rappelle que RP est a la fois ouvert et fermé. On a donc que A = RPN A
est un ouvert de A, et A = RPN A est un fermé de A!

Remarque 3.2.7. De maniére équivalente, B est un fermé de A si et seulement si A\ B est
un ouvert de A.

D’autres définitions se généralisent, par exemple, Padhérence B4 de B dans A est le plus
petit fermé de A qui contient B. On peut vérifier que B4 = BNA. En effet, d’une part, BN A est
un fermé de A contenant B. D’autre part si C' est un fermé de A contenant B, alors C' = DN A
ot D est un fermé de R?. Ona B € C C D, donc B C D, donc BN A C C, c’est-a-dire que
BN A est le plus petit fermé de A contenant B.
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Proposition 3.2.8. Soit A une partie quelconque de RP, et f : A — R? une fonction. Les
assertions suitvantes sont équivalentes :

1. f est continue sur A,
2. f~YU) est un ouvert de A pour tout ouvert U de RY,
3. f7YUF) est un fermé de A pour tout fermé F de RY.

Démonstration. 1l suffit essentiellement de suivre les preuves précédentes avec les nouvelles
définitions. O

Attention, cette proposition n’est pas une conséquence du Corollaire 3.2.5! Dans le Corol-
laire 3.2.5, on s’intéressait uniquement aux fonctions f : R? — R? définies sur RP tout entier.
Ici on s’autorise un ensemble de définition arbitraire.

Remarque 3.2.9. Pour la limite en un point 3 € A, la caractérisation devient : limg_y f(z) =1
si et seulement si, pour tout voisinage V de [ dans R?, f~1(V) peut s’écrire comme U N A, otl
U est un voisinage de y dans RP. (On peux ici aussi parler de voisinage de y dans A).

3.2.3 Fonctions continues et compacité

Théoréme 3.2.10. Soit K C RP un compact et f : K — R? une fonction continue. Alors
f(K) est un compact de RY.

Démonstration. Soit (y,) une suite dans f(K). Pour chaque n € N, il existe donc x,, tel que
f(@n) = yn.

Comme K est compact, il existe une sous-suite (z4(,)) de () qui converge vers un élément
r de K. Par continuité de f, on a limy 00 f(2g(n)) = f(x). De plus f(z) € f(K), donc on a
vérifié la caractérisation séquentielle de la compacité pour f(K). ]

Corollaire 3.2.11. Une fonction f: K — R, ot K est un compact de RP, est bornée et atteint
ses bornes. C’est-a-dire qu’il existe xo et yo dans K tels que f(zg) = sup{f(x) | z € K} et

f(yo) = inf{f(y) |y € K}.

Démonstration. Par le théoréme, f(K) est compact dans R. En particulier, f(K) est borné.
Comme d’habitude, on peut construire une suite z,, dans K telle que lim,, oo f(2,) = sup{f(z) |
x € K}. Par compacité de K, (z,) admet une sous-suite qui converge vers z. Par continuité,
f(z) =sup{f(x) | x € K}. De méme pour la borne inf. O

3.3 Continuité uniforme

Définition 3.3.1. Soit A CRP et f: A — R% On dit que f est uniformément continue sur A
si

Ve>0,30>0,Va,y € A lly —zl| <o = [f(y) — fz)] <€

Remarque 3.3.2. — Une fonction uniformément continue est continue.
— Il faut d’ailleurs faire attention & ’ordre pour ne pas se retrouver avec la définition d’une
fonction continue!

Théoréme 3.3.3 (de Heine). Soit K un compact de RP et f : K — RY une fonction continue.
Alors f est uniformément continue sur K.
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Démonstration. Par 'absurde : supposons
de > 0,V0 > 0,3z, y € A, [y —z| <det || f(y) — f(x)] > e

On fixe un tel € > 0, et on considére les § = % pour n € N*. On peut ainsi construire deux
suites (zy,) et (yn) qui satisfont ||y, — zn|| < L et || f(yn) — f(zn)| > €

Par compacité, il existe une sous-suite (z4(,)) de (w,) qui converge vers un a € K. De
méme, il existe une sous-suite (Yy(,)) de (Y(n)) qui converge vers un 8 € K.

Par continuité de f, on a ||f(8) — f(a)| > €.

En passant a la limite dans I'inégalité |[yym) — Zym)ll < ﬁ, on obtient & = [. Donc
fla) = f(B), ce qui contredit la conclusion précédente. O
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TD 3 : Fonctions continues et propriétés topologiques

Exercice 33. Soient f et g deux fonctions continues de R vers R?. Montrer que f + g est une
fonction continue (en revenant aux définitions).

Exercice 34. Soit f : RP — R une fonction continue qui ne s’annule pas sur RP. Montrer que
T — ﬁ est une fonction continue sur R? (en revenant aux définitions).

Exercice 35. Pour z = (z1,...,2,) € R, on note toujours ||z|| la norme euclidienne de z, et
on introduit les notations :

n
lzlli = Jwil et |zl = sup{lzi| |1 <i < n}
1=1
1. Montrer que

2]loe < llzll < Vnll2(loo

2. En déduire qu'une fonction f : R®™ — R est continue en z si et seulement si pour tout
e > 0, il existe & > 0 tel que pour tout y € R™, on ait

[y = 2lloe <0 = [f(y) — f(@)| <e
3. Montrer que
]| < [Jz]]y < nfl]]
4. En déduire qu’une fonction f : R” — R est continue en z si et seulement si pour tout
€ > 0, il existe & > 0 tel que pour tout y € R™, on ait

ly =zl <= 1[f(y) = f(2)] <e

5. Montrer que

z[ly < v/nllz]|
Exercice 36. Montrer que la fonction f: R? — R?, (z,y, 2) — (y, 2) est continue.

Exercice 37. Déterminer en quels points les fonctions suivantes sont continues :

0 si (z,y) = (0,0) { 0 si (z,y) = (0,0)

fl(xay) = { % _ ginon fQ(xvy) =

1173 :
21,7 Sinon

fs(@y) = { ('@ % () = (0.0 falz,y) = { " 2242 st (@,9) = (0,0)

S1non m Sinon



Exercice 38. Soient f : R" — R et g : R” — R deux fonctions continues. Déterminer si les
ensembles suivants sont fermés :

A={zeR"| f(z) = g(x)}
B={zeR"| f(z)’ +g(z)* = 0}
C={zeR"| f(z)g(x) =0}
D={zeR"|Vn€Z,f(nx)=g(nx)}
E={zeR"|IneZ,f(nx)=g(nz)}

Exercice 39. Soit f: R” — R une fonction. On appelle
— ensembles de niveau de f les ensembles

Y r)={z eR™| f(x) =7} pourrcR,
— ensembles de sur-niveau strict de f les ensembles
F7H 0 4oo) = {z €R" | f(z) > 1} pourr €R
— ensembles de sous-niveau strict de f les ensembles
Y] =00, 7)) ={z e R"| f(x) <7} pourrecR.

1. Montrer que si f est continue, ses ensembles de niveau sont fermés.

2. Montrer que si f est continue, ses ensembles de sous-niveau et de sur-niveau stricts sont
ouverts.

3. Montrer que f est continue si et seulement si tous ses ensembles de sous-niveau et ses
ensembles de sur-niveau stricts sont ouverts.

Exercice 40. Soit A C R™ une partie non-vide de R™. Montrer que la fonction

d(,4): R —R
x+— d(z, A) == inf{d(z,y) | y € A}

est continue.

Exercice 41. On définit la fonction partie entiére par
E:R—-Rz—max{ne€Z|n <z}
Déterminer si les ensembles suivants sont ouverts.
A={(z,y) eR?| E(z) < 1let E(y) <2}
B={(z,y) €eR?| E(z) <1let E(y) <2}

C={(x,y) € R?* | E(z) > 1 et E(y) > 2}
D={(r,y) €R? | B(x) >y, 0< 2 <1, 0<y<1)



Exercice 42. Soit f : R™ — R™ une fonction. On définit son graphe I'(f) C R™ x R™ par
I(f) ={(z,y) e R" xR" | y = f(x)}.
1. Représenter les graphes de
fRoRz—2z?, g:RoRam(z—12eth:RoRa— (z—1)2+1.

2. Représenter le graphe de f: R? = R, (z,y) — 25 — (22 + 3?).
3. Représenter le graphe de f : R — R2, (z,y) + (cos(z), sin(z)).

Exercice 43. Si f est continue, montrer que le graphe de f est fermé. La réciproque est-elle
vraie ?

Exercice 44. On dit qu'une fonction continue f : R™ — R™ est propre si 'image réciproque
de tout compact de R™ par f est compacte.

1. On suppose que f est une fonction continue telle que ||f(x)| > ||z| pour tout z € R™.
Montrer que f est propre.

2. Soit f une fonction propre et (z,) une suite a valeurs dans R” telle que lim||z,|| = +o0.
Montrer que lim|| f(z,,)|| = +oo.

3. Soit f une fonction propre. Montrer que 'image par f d’un fermé de R est un fermé
de R™. On pourra utiliser I’exercice 27 du TD2.

Exercice 45. Soit f : A C RP — R? une fonction uniformément continue. Soient (x,) et (yn)
deux suites a valeur dans A telles que lim, o (2, — yn) = 0. Montrer que lim, oo (f(x,) —
f(yn)) = 0. Déterminer les intervalles de R* sur lesquels la fonction = — 1/x est uniformément
continue.

Exercice 46. Soit k €]0,1[. Soit f : A C RP — RP une application k-contractante, c’est-a-dire
que pour tout (z,y) € A x A, on a

1f () = F)ll < Ellz =yl

On suppose de plus que f(A) C A.
1. Montrer que f est uniformément continue.
2. On s’intéresse a la suite définie par ug € A et la relation de récurrence w11 = f(uy).
(a) Justifier que la suite (u,) est bien définie.

(b) Justifier que pour tout n € N, on a
[tnt1 = un| < E"[lus — uol-

(c) Montrer que la suite (uy,) est de Cauchy.
(d) En déduire que f admet un point fixe.

3. Montrer que f admet un unique point fixe.
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