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Exercicesþ deþ révisionþ

Exercice 1. Soientþ A,B deuxþ partiesþ deþ R nonþ videsþ etþ majorées.þ Exprimer,þ enþ leþ démontrant,þ

sup(A∪B) enþ fonctionþ deþ sup(A) etþ sup(B).þ

Exercice 2. Soitþ (xn)n∈N uneþ suiteþ réelleþ bornée.þ Montrerþ queþ limsupn→+∞ xn estþ laþ plusþ

grandeþ valeurþ d'adhérenceþ deþ (xn)n∈N.þ

Exercice 3. Uneþ partieþ A deþ R estþ discrèteþ siþ tousþ sesþ pointsþ sontþ isolés,þ c'est-à-direþ siþ :þ

∀a ∈ A,∃r > 0 A∩]a − r, a + r [= {a}

1.þ Donnerþ desþ exemplesþ deþ partiesþ deþ R quiþ soientþ àþ laþ foisþ dénombrables,þ d'intérieurþ vide,þ

ferméesþ etþ discrètes.þ

2.þ Montrerþ q'uneþ partieþ discrèteþ estþ nécessairementþ d'intérieurþ vide.þ

3.þ Uneþ partieþ discrèteþ est-elleþ nécessairementþ ferméeþ ?þ

4.þ Uneþ partieþ d'intérieurþ videþ est-elleþ nécessairementþ discrèteþ ?þ

5.þ Montrerþ qu'uneþ partieþ dénombrableþ estþ d'intérieurþ vide.þ

6.þ Uneþ partieþ d'intérieurþ videþ est-elleþ nécessairementþ dénombrableþ ?þ

Exercice 4. Onþ considèreþ uneþ fonctionþ continueþ f :R→R.þ

1.þ Montrerþ queþ siþ f (x) →+∞ lorsqueþ |x |→+∞,þ alorsþ f admetþ unþ minimumþ globalþ surþ R.þ

2.þ Montrerþ queþ siþ f admetþ desþ limitesþ �niesþ enþ ±∞,þ alorsþ f estþ uniformémentþ continueþ

surþ R.þ

3.þ Montrerþ qu'ilþ yþ aþ équivalenceþ entreþ :þ

a)þ limx→±∞ | f (x) | = +∞
b)þ L'imageþ réciproqueþ parþ f deþ toutþ compactþ estþ compacte.þ

Exercice 5. Vraiþ ouþ Fauxþ ?þ Onþ parleþ desþ partiesþ compactesþ deþ R.þ

1.þ Uneþ intersectionþ �nieþ deþ compactsþ estþ compacte.þ

2.þ Uneþ intersectionþ quelconqueþ deþ compactsþ estþ compacte.þ



3.þ Uneþ unionþ �nieþ deþ compactsþ estþ compacte.þ

4.þ Uneþ unionþ quelconqueþ deþ compactsþ estþ compacte.þ

5.þ Leþ complémentaireþ d'unþ ouvertþ nonþ bornéþ estþ compact.þ

Exercice 6. Soitþ A uneþ partieþ deþ Rn muniþ deþ laþ distanceþ euclidienne.þ

1.þ Montrerþ queþ siþ a ∈ A,þ alorsþ Rn \ A n'estþ pasþ unþ voisinageþ deþ a.þ

2.þ Montrerþ queþ Rn \ A = int(Rn \ A).þ

3.þ Enþ déduireþ queþ A estþ denseþ dansþ Rn siþ etþ seulementþ siþ sonþ complémentaireþ estþ d'intérieurþ

vide.þ

Exercice 7. Onþ considèreþ unþ segmentþ [a,b] ⊂ R etþ unþ recouvrementþ ouvertþ R deþ [a,b],þ
c'est-à-direþ uneþ familleþ R = (Ui )i∈I d'ouvertsþ deþ R telleþ queþ

[a,b] ⊂ ⋃
i∈I

Ui

Iciþ I estþ unþ ensembleþ d'indicesþ quelconque.þ Leþ butþ deþ l'exerciceþ estþ deþ montrerþ queþ l'onþ peutþ

extraireþ deþ R unþ sous-recouvrementþ �niþ deþ [a,b],þ c'est-à-direþ qu'ilþ existeþ uneþ partieþ �nieþ
J ⊂ I telleþ queþ [a,b] ⊂⋃

i∈J Ui .þ Pourþ cela,þ posonsþ :þ

A := {x ∈ [a,+∞[ ; onþ peutþ extraireþ deþ R unþ sous-recouvrementþ �niþ deþ [a, x]}

1.þ Montrerþ queþ A n'estþ pasþ videþ (quelþ estþ leþ réelþ quiþ appartientþ clairementþ àþ A ?)þ

2.þ Soitþ s := sup(A).þ

a)þ Montrerþ queþ s > b enþ raisonnantþ parþ l'absurdeþ :þ siþ s ∈ [a,b],þ alorsþ ilþ existeþ unþ i ∈ I
telþ queþ s ∈Ui ,þ d'oùþ unþ ε> 0 telþ queþ ]s −ε, s +ε[⊂Ui ;þ queþ direþ alorsþ deþ [a, s −ε]
puisþ deþ [a, s +ε/2] ?þ

b)þ Conclure.þ
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