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Ce document regroupe les notes du cours d’algebre donné au premier semestre de L2 a I’uni-
versité de Montpellier lors de 1’année universitaire 2019-2020.

A T’issue du cours, on attend de 1’étudiant.e qu’il.elle connaisse parfaitement (c’est-a-dire
qu’il.elle soit capable d’énoncer instantanément) toutes les définitions, toutes les propositions,
tous les lemmes, tous les théoremes et tous les corollaires exposés. De plus, on attend qu’il.elle
soit capable de redémontrer rapidement un certain nombre de propositions et théoremes. Il ne
s’agit pas ici d’apprendre par coeur comme on récite une poésie, mais au contraire de comprendre
suffisamment bien pour pouvoir réénoncer, retrouver le résultat tout.e seul.e.

Le cours est parsemé de nombreux exercices, souvent sous forme d’exemples, et complété
par les exercices des feuilles de TD. La connaissance et la compréhension du cours, ainsi que la
capacité a résoudre ces exercices constituent les objectifs principaux du semestre. Un.e étudiant.e
a l’aise se doit de chercher a en résoudre un maximum. En fonction de la difficulté, il est
évidemment préférable d’en discuter avec le chargé de TD, qui pourra suggérer des pistes de
résolutions, et vérifier le cas échéant que les solutions de 1’étudiant.e sont correctes.

La lecture de ces notes ne peut pas remplacer le cours donné par 1’enseignant, qui reste la base
du travail de I’étudiant.e. La prise de notes completes et détaillées lors du cours d’amphithéatre
est essentielle.

Ce document est amené a évoluer. Merci d’écrire a

Jeremie.brieussel @umontpellier.fr

pour signaler des erreurs, poser une question ou pour tout commentaire.



Chapitre 0

Petit panorama des structures algebriques

Dans son sens moderne, 1’algebre désigne I’étude des structures algébriques, c’est-a-dire
la structure d’espaces (ensembles) munis d’opérations. Dans ce chapitre introductif, on définit
brievement les structures algebriques les plus usuelles.

Les définitions de ces structures sont regroupées en début de polycopié dans ce chapitre zéro
afin d’en donner une vue d’ensemble, mais ne seront abordées en amphithéatre qu’au fur et a
mesure de leur apparition dans le cours.

Une opération - sur un ensemble FE est une application

ExXE — FE
(a,b) — a-b

Exemples 0.0.1. On connait déja beaucoup d’exemples d’opérations :

(a) I’addition + sur des ensembles de nombres Z, Q, R, C ou sur des ensembles de fonctions
comme F(R,R), I’ensemble des applications de R dans R, ou F(X,C) ’ensemble des
applications d’un ensemble X quelconque vers C.

Dans ce dernier espace, si f1, fo € F(X,C), alors f; + fo est définie par :

Ve e X, (fi+ f2)(z) = fi(z) + fal2),
ou le + de gauche est I’addition dans F (X, R) et le + de droite I’addition dans C.

(b) la multiplication x dans les mémes espaces.

(c) la composition o sur I’ensemble F (R, R) ou plus généralement sur I’ensemble F (X, X)
des applications d’un ensemble X dans lui-méme.

(d) On peut aussi restreindre un opération a un sous-espace F' (i.e. une partie) de F stable
par I’opération, par exemple 1’opération d’addition sur I’ensemble 2Z des entiers relatifs
pairs, la composition o sur I’ensemble Cy(R,R) des applications continues de R dans R
ou encore la composition o sur I’ensemble L£(V') des applications linéaires de 1’espace
vectoriel V.

(e) Soit X un ensemble quelconque, et £ = P(X). L’union U, I’intersection N et la différence
symétrique A sont des opérations sur F.



0.1 Groupes

Définition 0.1.1. Un ensemble muni d’une opération (G, -) est un groupe si les trois conditions
suivantes sont satisfaites

(a) Ya,b,c € G,(a-b)-c=a-(b-c)appelée associativité,
(b) de € G,VYa € G,a-e =e-a=a, cet élément e est dit élément neutre du groupe G,
(c) Yae G,3be G,a-b=10>-a=e, cet élément b est alors appelé inverse de a.

On vérifiera en exercice que I’élément neutre est unique, et que chaque élément a possede un
unique inverse b. Cet inverse sera souvent noté ¢! (notation dite multiplicative). Toutefois, si la
loi - est une addition +, on notera plutdét —a pour I’inverse.

Définition 0.1.2. Un groupe (G, -) est dit commutatif (ou aussi abélien) si de plus
(d) Va,b e G,a-b=">-a.
Exemples 0.1.3.  (a) (Z,+), (R,+), (C, +) sont des groupes commutatifs. Leur élément neutre
est 0. C’est aussi le cas de (Z/nZ, +).

(b) (R\ {0}, x), (Rt \ {0}, %), (C \ {0}, x) sont des groupes commutatifs. Leur élément
neutre est 1.

(¢) (M,(C),+) est un groupe. Quel est son élément neutre ?
(d) (F(X,C),+) estun groupe commutatif. Quel est son élément neutre ?

(e) On note Bij(X) I’ensemble des bijections de 1’ensemble X. Alors (Bij(X),o) est un
groupe. Quel est son élément neutre ?

() (GL,(C), x) est un groupe. Quel est son élément neutre ? On rappelle que GL,(C) est
I’ensemble des matrices n X n inversibles a coefficients complexes .

Exercice 1. Montrer que (C, —), (C, x), (M, (C), x) et (F(R,R), o) ne sont pas des groupes.

0.2 Anneaux

Définition 0.2.1. Soit A un ensemble muni de deux opérations + et X. On dit que (A, +, X) est
un anneau si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

(a) (A,+) est un groupe commutatif,
(b) (A, X) est un semi-groupe, c’est-a-dire satisfait les deux conditions suivantes :
(i) Ya,b,c € A,a x (b x c) = (a x b) X ¢, associativité,

(ii) de € A,Va € A,a X e = e X a = a, cet élément e est appelé neutre de la multiplica-
tion,

(c) Ya,b,c € Ajax (b+c¢) =(axb)+(axc)et(b+c)xa=0bxa+cx a, appelée
distributivité.

Ici aussi, I’élément neutre multiplicatif est unique (exercice).
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Définition 0.2.2. Un anneau (A, +, x) est dit commutatif si de plus

(d) Ya,b € A,a x b=10b X a, c’est-a-dire si I’opération de multiplication est commutative.

Exemples 0.2.3. Les ensembles de nombres (Z,+, x), (Q, +, x), (R, +, x), (C, 4+, x), les es-
paces de fonctions (F(X,Z),+, x), (F(X,Q), +, x), (F(X,R),+, x), (F(X,C), +, x), ainsi
que les ensembles de congruences (Z/nZ, +, X ) pour n. > 2 (voir cours d’arithmétique) sont des
anneaux commutatifs. Les ensembles de matrices (M, (Z), +, %), (M,(Q), +, X), (M, (R), +, x),
(M, (C),+, x) sont des anneaux non commutatifs. Quels sont leurs neutres additif et multipli-
catif ?

0.3 Corps

Définition 0.3.1. Soit K un ensemble muni de deux opérations + et x. On dit que (K, +, x) est
un corps si c’est un anneau commutatif et de plus
(e) Va € K\{0},3b € K\ {0},a xb="0xa = e, c’est-a-dire si tout élément non-nul admet
un inverse pour la multiplication.

En particulier, un corps est un cas particulier d’anneau. Dans la littérature, il n’est pas toujours
requis qu’un corps soit commutatif. Au cours de ce semestre, on supposera toujours que les corps
sont commutatifs. Pour désigner un anneau satisfaisant la condition (e) mais pas nécessairement
la condition (d) on parlera de corps gauche. I’exemple le plus célebre de corps gauche est celui
des quaternions (cf wikipedia).

Exemples 0.3.2. Les ensembles de nombres QQ, R, C muni de 1’addition et la multiplication sont
des corps.

Exercice 2. Soit D I’ensemble des nombres décimaux. Démontrer que (D, +, x) est un anneau
commutatif. Est-ce un corps ?

Exercice 3. Montrer que (Z,+ %) n’est pas un corps. Montrer que (M, (C),+, X) n’est pas un
corps gauche.

Exercice 4. (Difficile) Soit n > 2, montrer que (Z/nZ,+, x) est un corps si et seulement si n
est un nombre premier. Notez que dans ce cas c’est un corps avec un nombre fini d’éléments.

Notez qu’il existe en mathématique bien d’autres corps (plus compliqués). Ce semestre, nous
pourrions nous restreindre aux cas ou K = R ou C, mais la théorie reste valide pour tout autre
corps. On fera parfois I’hypothese supplémentaire que le corps K est infini.

0.4 Espaces vectoriels

Définition 0.4.1. Soit K un corps et V un ensemble muni d’une opération + et d’une loi externe -
KxV — V
(ANv) = Aw

On dit que (V, +, -) est un espace vectoriel sur K (dit aussi K-espace vectoriel) si les conditions
suivantes sont satisfaites :



(a) (V,+) est un groupe commutatif,
(b) VA, n € KVo,w eV,
(i) (A +p)-v=Xv+p-v,
(i) A-(v+w)=A-v+ X w,
(iii) N+ (p-v) = (M) - v, oit \u désigne la multiplication dans K,
(iv) 1-v = v ou 1 désigne le neutre multiplicatif de K.

Les espaces vectoriels sur R et C ont éte étudiés en 1. Pour suivre ce cours, il est indispen-
sable d’étre a I’aise avec les notions d’espaces vectoriels et d’applications linéaires.

0.5 Algebres

Définition 0.5.1. Soit K un corps et A un ensemble muni de deux opérations + et X ainsi que
d’une loi externe - : K x A — A. On dit que (A, +, X, ) est une algébre sur le corps K (en
abrégé une K-algebre) si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

(a) (A,+, x) est un anneau,
(b) (A,+, ") est un K-espace vectoriel,
(c) VANe K Va,be A, (A-a) xb=X-(axb)=ax (\-b).
Une K-algebre A est dite commutative si 1’anneau (A, +, x) est commutatif.

En pratique, on ne note ni les X ni les - car la relation (c) de compatibilité assure que I’ordre
de ces opérations n’a pas d’importance. Par contre, il est indispensable de noter les + ! !'!

Exemples 0.5.2. Soit K un corps.
(a) Le corps K lui méme est une K-algebre commutative.

(b) Soit X un ensemble, I’espace F(X,K) des fonctions de X dans K est une K-algebre
commutative.

(c) L’espace des matrices M, (K) est une K-algebre, non-commutative dés que n > 2.

(d) Si V est un K-espace vectoriel, I’espace L(V') des applications linéaires de V' dans lui-
méme est une K-algebre, non-commutative dés que dim(V') > 2.
Si V' est de dimension finie n, cette K-algebre est isomorphe a (c’est-a-dire la méme que)
M,,(K) via la correspondance entre matrices et applications linéaires.

(e) L algebre des polynémes K[X| que I’on va étudier au chapitre suivant est une K-algebre
commutative.

(f) Les algebres de polyndmes en plusieurs variables K[.X, Y] ou K[X7, ..., X,] sont des K-
algébres commutatives.

Exercice 5. Soit X un ensemble quelconque. On rappelle que Z /27 est le corps (commutatif) a
deux éléments avec ’addition 0+0 = 14+1 = 0,0+ 1 = 1 et la multiplication 0 x0 =0x 1 =0,
1 x 1 = 1. On note (Z/2Z)* I’ensemble des fonctions de X dans Z/27Z.
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(a) Montrer que ((Z/27)%, +, x, -) estune Z/2Z-algebre. On identifiera clairement les opérations
et la loi externe en question.

(b) Soit A € P(X), on appelle fonction indicatrice de A la fonction 14 : X — Z/27Z donnée

par:
1 sizeA,
L‘(x)_{ 0 siz¢ A

Montrer que 1’application

est une bijection.
(c) Montrer que VA, B € (Z/2Z)% Y\ € Z/2Z,

D(AAB) =14+ 15, ®(ANB) =14+ 1, et B(A- A) = A4,

ou par définition \- A=0siA=0et\-A=AsiA=1,et AAB=(AUB)\ (AN B)
est la différence symétrique.

(d) En déduire que (P(X),A,N,-) est une Z/2Z-algebre. On dit que P est un isomorphisme
de Z/27Z-algebres.

L’étude générale de ces structures algebriques est trés complexe. On 1’approfondira au cours
des semestres et années suivantes. Dans le cadre de ce cours, on étudiera des exemples spécifiques
et fondamentaux, comme 1’algebre des polyndémes K[X], le groupe symétrique 3, et I’algébre
des matrices complexes M,,(C). Dans le cadre du cours d’arithmétique HLMA304, on étudiera
I’anneau des entiers Z et les anneaux de congruences Z/nZ.



Chapitre 1

Diagonalisation des endomorphismes

Dans tout le chapitre, £/ désigne un K-espace vectoriel de dimension n.

1.1 Préliminaires et rappels

1.1.1 Sommes directes

Définition 1.1.1. Soit E un K-espace vectoriel. Soient Fy, F5 deux sous-espaces vectoriels. La
somme I + F; des espaces vectoriels est

Fi + Fy = {uy + ug|ug € Fi,us € Fy}.
C’est encore un sous-espace vectoriel de E. On dit que la somme Fy + F3; est directe si
Yup € F1,Yus € Fy, siuy + ug = 0 alors u; = us = 0.
On note alors F| @ Fs.
Proposition 1.1.2. Soit E un K-espace vectoriel et Fy, I, deux sous-espaces vectoriels. Les

assertions suivantes sont équivalentes :
(a) la somme I\ © F, est directe, c’est-a-dire Yu, € F\,Yus € Fy, si uy + us = 0 alors
Uy = Uy = 0.
(b) Yui,v1 € F1,Yus,v9 € Fy, si uy + us = vy + 0o, alors uy = vy et us = vy (unicité de la
décomposition comme somme),

(c) si Ly est une famille libre de I et Loy est une famille libre de F5, alors Ly U Lo est une
famille libre de F,

(d) si By est une base de F| et By est une base de F5, alors By U By est une base de Fy + F,
(e) dim(Fy + Fy) = dim(F}) + dim(F),
(f) F1NFy,={0}.

Démonstration. Exercice. ]



Exercice 6. Montrer que Fy @ (Fy @ F3) équivaut a (F; & Fy) @ F3.

Pour la définir la somme directe de k sous-espaces F7i, ..., Fi, ondit que F} & --- & Fy, si
Fo- @ F et(Fi®--- @ Fy_q)® Fy. Lexercice précédent montre que cela ne dépend pas
de I’ordre choisi.

[’analogue de la proposition [1.1.2{reste vrai pour les assertions (a) a (e) (exercice).

Exercice 7. Donner un exemple de trois sous-espaces de R? tels que Fy N Fy, N Fy = {0} mais
dont la somme n’est pas directe.

1.1.2 Changements de bases, matrices de passage

Soient B = (ey,...,e,) et B’ = (vy,...,v,) deux bases de E. Soit x € E. Les coordonnées
de z dans B forment I’'unique n-uplet (z1, ..., z,) € K" tel que
T
T = inei onnote aussi = = | : (1.1)
i=1 )

Notez que cette notation est quelque peu abusive puisque z est un vecteur et les coordonnées
forment une colonne. De méme, les coorodnnées de = dans 53’ forment I’'unique n-uplet (z7, ..., z})) €
K" tel que

o

ZC/

/
T = E Tiv; =
i=1
n B/

Ces coordonnées dans des bases différentes sont reliées par la matrice de passage que I’on
va définir maintenant. Pour tout vecteur v; de la base 3’, on note (py;, ..., py,;) ses coordonnées
dans B, c’est-a-dire

n P1j
vj = Zpijei =
i=1 i) 5
La matrice de passage est la matrice
P11 Pin Pir - Pin
P=(()s... (va)) = 2 R =t
Pri) 5 \Pnn/ 4 Pni ** Pon

ayant comme ;™ colonne les coordonnées de v; dans B.

Proposition 1.1.3.

x) 1

Vee b, P| : =

~



Démonstration. Par définition du produit matriciel, il s’agit de montrer que V1 < ¢ < n, on a
T = Z?zl pijx;-. Or par définition des coordonnées, on a

n n n n n
2 : / § : / § : 2 : 2 : /
Tr = CleUj = LCJ- bijei | = pijxj €;.
j=1 j=1 =1 i=1 \j=1

L’égalité voulue découle de la comparaison avec (I.1I)) et de 'unicité des coordonnées dans la
base B. ]

Soit ¢ € L(E) un endomorphisme de E, alors la matrice de ¢ dans la base B est

A = Mats(p) = ((¢(e1))s - - (¢(en))s)

dont les colonnes sont les coordonnées dans B des images de vecteurs de B par . Avec toujours
le méme abus de notation, cela signifie que

X T
sioz= ¢ , alors  @(x)=A

T Tp

B B

Pour notre deuxieéme base B’, on note

C = Matp () = ((¢(v1))s - - (#(vn))s)

Proposition 1.1.4. Avec les notations ci-dessus :
AP = PC.

Comme P est une matrice de passage, elle est inversible. (Pourquoi ?)

Démonstration. On a d’une part

PC = (P(p(v)s - Ple(vn))s) = ((p(01))s - - (¢(vn))5)

d’apres la Proposition[1.1.3] et d’autre part

AP = A((v1) -+ (vn)8) = (A(v1) - - - A(vn)s) = (((v1))5 - - - (#(vn))B)
par définition de A. O]

Définition 1.1.5. Deux matrices A,C € M, (K) sont dites conjuguées si il existe P € GL,,(K)
telle que AP = PC.

Cela équivaut a P~'AP = C ou encore A = PCP~ .

Exercice 8. Soit P € GL,(K), montrer que 1’application ”conjugaison par P de M,,(K) dans
lui-méme donnée par A — P~! AP est un isomorphisme de K-algebre.
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On rappelle (et on reformule) le résultat de L1 :
Proposition 1.1.6. L’application :

Matg : L(F) — M,(K)
© —  Matg(p)

est un isomorphisme de K-algebres, ce qui signifie qu’elle est bijective et que
[} Matlg(idE) = In
e pour tous 1, ps € L(E) et tous A\, u € K, ona

Mat[g()\@l + ,MQOQ) = AM&tB(Qpl) + ,uMatB(gpQ)
e pour tous 1, ps € L(E), ona
Matg(p1 0 w2) = Matg(pr)Mats(ps).

[’ étudiant-e est invité-e a reprouver cette proposition a titre d’exercice.

1.2 Diagonalisation

1.2.1 Définition-vocabulaire

Définition 1.2.1. Un endomorphisme p € L(E) est diagonalisable si il existe une base B' =
dy -+ 0

(v1,...,v,) de E telle que Matp (p) = | © -, : | soit diagonale.
0 - d,

Cela signifie que pour tout 1 < i < n, il existe d; € K tel que p(v;) = d,;v;, ¢’est-a-dire que
I’image du vecteur v; par ¢ lui est colinéaire.
Définition 1.2.2. Soit ¢ € L(E).
e Un scalaire \ € K est une valeur propre de ¢ si il existe v € E \ {0}, tel que p(v) = Av.
o Un tel vecteur v non nul est appelé vecteur propre de © pour la valeur propre \.
e L’ensemble des valeurs propres de ¢ est appelé le spectre de o, noté Sp(yp).

e Pour A € Sp(yp), le sous-espace propre associé a \ est
Ey\ = Ker(¢ — Midg) = {v € Elp(v) — Av = 0}.

Avec ce vocabulaire, on peut reformuler la notion d’endomorphisme diagonalisable, en di-
sant que ¢ € L(F) est diagonalisable si et seulement si I’espace £ admet une base 5’ formée de

vecteurs propres de ¢.



Fait 1.2.3. Soit p € L(FE) et A € K. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) A€ Sp(p).
(b) Fv e E\ {0}, p(v) = M.
(c) Jv e E\ {0}, (p — Aidg)(v) = 0.
(d) (¢ — Mdg) est non-injective.
(e) dimker(p — Aidg) = dim(E)) > 0.
(f) dimim(p — Mdg) = rg(e — Aidg) < n.
(g) (¢ — MNidg) est non-surjective.
(h) (¢ — MNdg) est non-bijective.

Démonstration. 11 s’agit de diverses manicres équivalentes de formuler que I’endomorphisme
 — Aidg est non- bijectif. On rappelle que par définition :

Vo € E, (p — Aidg)(v) = ¢(v) — Adg(v) = ¢(v) — M.
[]

On définit aussi la diagonalisabilité d’une matrice. Pour cela, on rappelle que si A € M,,(K),
on peut lui associer un endomorphisme ¢4 € L(K") du K-espace vectoriel K" comme suit :

pq: K* — K=
v = Av

Par construction, on a Matg_, (¢4) = A.

Définition 1.2.4. Une matrice A € M,,(K) est diagonalisable si [’endomorphisme p 4 € L(K™)
est diagonalisable.

Proposition 1.2.5. Une matrice A € M,,(K) est diagonalisable si et seulement si il existe P €
GL,(K) telle que P~' AP soit une matrice diagonale.

Démonstration. Par définition, la matrice A est diagonalisable si et seulement si il existe une
base B’ de K" telle que C' := Matg (p4) soit diagonale. D’aprés la proposition toute
matrice de ¢4 dans une base B’ est de la forme C' = P~'AP ou P est la matrice de passage,
inversible. []

On note que la Définition |1.2.2] et la Fait sont aussi valables pour les matrices en rem-
placant ¢ par A, idg par I, et E/ par K".
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1.2.2 Caractérisation des endomorphismes diagonalisables

On dispose d’une caractérisation complete :
Théoreme 1.2.6. Soit E' un K-espace vectoriel de dimension n et soit ¢ € L(FE). Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :
(a) ¢ est diagonalisable.
(b) la somme des dimensions des sous-espaces propres Ey = Ker(p — Ndg) vaut n, i.e.
Z dim(E)) = n.
AESP(p)
Démonstration de (a) implique (b) du Théoréme On suppose que ¢ est diagonalisable, c’est-
di -+ 0
a-dire qu’on dispose d’une base B’ = (vy,...,v,) telle que Matg (p) =D =] + ..
0 - d,
soit diagonale. Alors on peut calculer le polyndéme caractéristique P,(X) = det(D — X1,,) =
[T;,(d; — X). Ses racines, les valeurs propres de ¢, sont donc les d;. (Notez qu’il se peut que

d; =d; mémesii # j.) Onnote {\1,..., A\ } = Sp(y) les valeurs prises par les valeurs propres
(racines de P, coefficients diagonaux de D), de sorte que A\; # \; dés que i # j. Alors

> dim(Ey) =) dim(Ker(D — \j1,)).

AESp(p) Jj=1

On est donc ramené a déterminer la dimension du noyau de la matrice

dy — A 0 e 0
D=\, = O de)\j 0
0 0 e dyo A
1
Le noyau est I’ensemble de n-uplets | : | satisfaisant le systeme V1 < i < n, (d; — \;)z; = 0.
Tn

Ce sont donc les n-uplets tels que x; = 0 quand d; # \; et z; € R quelconque quand d; = ;. En
d’autres termes, Ker(D — \;1,,) est ’espace vectoriel engendré par les vecteurs v; pour lesquels
d; = Aj, et sa dimension est le nombre de fois que le nombre \; apparait sur la diagonale de D.
Au total, la somme des dimension est le nombre d’entrées sur la diagonale : n. ]

L’étudiant-e est invité-e a relire la preuve ci-dessus dans le cas
30 00 0 O

0 -100 0 O
0O 0 30 0 O
b= 0O 0 05 0 O
0O 0 00 -1 O
0 0 00 0 -1



Pour prouver la réciproque, on établit d’abord un

Lemme 1.2.7. Soit ¢ € L(E). Soit Sp(p) = {A1,..., \e} avec \; deux a deux distincts, et
E,\, = Ker(¢ — N\iidg). Alors la somme E\, @ - - - @ E,, est directe, ¢’est-a-dire que si V1 < i <
k,w; € Ej, et si Zle w; = 0 alors V1 <1 < n,w; = 0. En particulier :

k
dim(Ey, @ -+ @ Ey,) = Y _ dim(E),).

Démonstration du Lemme On procede par récurrence sur k. Le résultat est évident si k =
1. Supposons le lemme vrai pour k£ — 1 sous-espaces propres. On considere w; € E), tels que

k

> wi=0. 1.2)

i=1

11 s’agit de montrer que V1 < i < n,w; = 0. Pour cela, on applique ¢ a (1.2)), on déduit

k k k
0=p0)=9¢ <Z wi> = Zcp(wi) = Z Aiw;, (1.3)
i=1 i=1 i=1

ou la derniere égalité utilise w; € Ker(¢ — \;idg). En combinant (1.2) et (1.3)), on obtient

??‘

-1

O—ZAwZ )\kaZ—Z N = Awi = Y (i — Aw;

=1 =1

Comme les vecteurs (A\; — A\x)w; sont dans E),, il s’agit d’'une combinaison linéaire nulle de
vecteurs appartenant a £ — 1 sous-espaces propres. Par hypothese de récurrence, on en déduit
queVl <i<k—1,(\—X\)w; =0,donc que V1 < i < k— 1, w; = 0 puisque les \; sont deux
a deux distincts. En réinjectant dans (1.2), on obtient que wj, = 0 aussi. [

Démonstration de (b) implique (a) du Théoréme[l.2.6] Si >’ AESP() dim(E)) = n, alors avec le
Lemme(1.2.7, ona dim(E)y, &--- @ E,, ) = dim(E), donc une décomposition en somme directe :

E=E\® - ®E),.

Dans ce cas, si B; est une base de E), pour chaque 1 < i < k, alors B’ = U*_, 3] est une base de
E, formée de vecteurs propres. Cela signifie que ¢ est diagonalisable. ]

Remarque 1.2.8. La preuve du théoreme assure aussi que ¢ est diagonalisable si et seulement si
E=FE, & - - ®E,,.

Corollaire 1.2.9. Soit ¢ € L(E). Si ¢ posséde n valeurs propres deux a deux distinctes, alors ¢
est diagonalisable.
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Démonstration. Notons Sp(¢) = {1, ..., A\, } avec des \; deux a deux distincts. Comme F, @
-+ - @ E), estun sous-espace de F, on a toujours dim(Ey, ®--- @ E,,) < n,eten particulier ici
pour k = n.

D’autre part, comme \; est une valeur propre, on a nécessairement dim(£),) > 1 pour tout
i. Le Lemme assure donc que

i=1
Au total, on en déduit Y " | dim(E),) = n donc ¢ diagonalisable d’apres le Théoreme
[

1.2.3 Méthode de diagonalisation

On explique ici comment procéder lorsqu’on cherche a diagonaliser une matrice. On traite
I’exemple explicite de la matrice

3 1 1
A=|-8 -3 —4
6 3 4

On détermine d’abord le spectre de A.
Pour cela, on cherche pour quelles valeurs de A la matrice A — I3 est non-inversible. On a

3—A 1 1
A-3L= -8 —-3-X -4
6 3 4— )\

On utilise le coefficient 1 en haut a droite comme pivot. On effectue L2 <— L2 +4L1 et L3 «+
L3 — (4 — \)L1 qui fournit

3—A 1 1
4 — 4\ 1-X 0
—6+TA=X —1+X 0

On utilise le coefficient central comme pivot pour effectuer L3 <— L3 + L2 qui fournit :

33—\ 1 1
4 — 4\ 1—X 0
—243X=X 0 0

Ainsi, la matrice A — \I3 est inversible si et seulement si 1 — A\ # 0 et —2 + 3\ — \? =
—(A=1)(A—=2) # 0. C’est-a-dire qu’elle est non-inversible ssi A = 1 ou A = 2. On conclut que
le spectre est Sp(A) = {2, 1}.

On calcule ensuite les sous espaces propres Fs, E; et on en détermine une base.

13



1 1 1 x x 0
Pour By = Ker(A—2I3) =Ker [ -8 -5 —4| = y|leR:(A-2L)(y]|=|(0] ;.
6 3 2 z z 0
la troisieme ligne est redondante puisque L3 = — Lo — 2L;. On obtient le systeéme

{ r 4y +z =0

o x—i—y—i—z:O@x:gz
—8r —by —4z =0 ~ lerletsh 3y +4z =0

Yy =37
Ainsi
1 1 1
37 3 3 1
Ey = %42 ze€R =<2 %4 2z € R » = vect %4 =vect | -4
z 1 1 3
1
On pose v; = | —4 | . Ce vecteur forme une base de Fs.
3
2 1 1 x x 0
Pour By = Ker(A—I;) =Ker [ -8 —4 —4| = yleR:(A-L)|ly| =10
6 3 3 z z 0
les trois lignes sont équivalentes, donc on obtient un systeme
2r+y+2=0&2=-2z—y.
Ainsi
x 1 0 1
= Y x,2yeRYy=<x| 0 | +y| 1 | :2,yeR ) =vect 01,
—2r —vy —2 -1 —2
1 0
Onposewvy = | O | etvs= | 1 |.Lafamille (vy,v3) estune base de Fj.
-2 -1

Le Lemme nous assure que B’ = (v1, vq, v3) est une base de R3. De plus, ona p4(v1) =
Avy = 2u; puisque v; € Fy = Ker(A — 2I3) (qui signifie (A — 2I3)v; = 0) et de méme
wa(v2) = vy et pa(v3) = v3 puisque v2,v3 € E;. On a donc

2.0 0
Mat(y, mumpa= |0 1 0| =P AP
00 1

oll P est la matrice de passage dont la 7™ colonne est formée des coordonnées de v; dans
;ieéme

I’ancienne base canonique B.., = (€1, €2, €3). En d’autre termes, la i'“™ colonne est simplement
le vecteur colonnes v;. On a

1 1 0
P=|-40 1
3 2 -1



On déduit de cela que A = P Pt

S O N

0
1
0

— o O

Cette formule est tres utile si on souhaite calculer les puissances de A. En effet, on a

A" = (PDP™Y" = (PDP~Y(PDP™Y)...(PDP™) = PD"P",

2 00 20 0 20 0
eteD"=(0 1 0] =10 1™ 0]=(0 120
0 01 0O o0 17 0 01

Il n’y a plus qu’a calculer P~! et multiplier 3 matrices pour obtenir une expression de A™ en

fonction de n.

Exercice 9. Calculer explicitement A,

1.3 Trigonalisation

1.3.1 Définition

Définition 1.3.1. Soit ¢ € L(F). On dit que ¢ est trigonalisable si il existe une base B’ de E
telle que la matrice Matg () soit triangulaire supérieure.

Comme pour la diagonalisation, on dit qu’une matrice A € M, (K) est trigonalisable si
son endomorphisme associé v, : K* — K" donné par p4(v) = Av est diagonalisable. C’est
équivalent a la

Définition 1.3.2. Soit A € M,,(K). On dit que A est trigonalisable si il existe P € GL,,(K) telle
que P~ AP soit triangulaire supérieure.

Comme d’habitude, P est la matrice de passage dont les colonnes sont les coordonnées des
vecteurs de la base B’ de K™ trigonalisant I’endomorphisme ¢ 4, coordonnées exprimées dans la
base canonique de K", etona P71 AP = Matg ().

Un résultat essentiel du cours de ce semestre assure que les tous les endomorphismes d’un
C-espace vectoriel de dimension fini sont trigonalisables. Ce résultat sera prouvé plus tard au
cours du semestre.

1.3.2 Un peu de dynamique

On va présenter sur un exemple explicite une méthode générale de trigonalisation. Pour mieux
la comprendre, on note d’abord quelques résultats de dynamique.

On rappelle que si ¢ € L(E), alors la puissance 5™ notée 1)° désigne la composition s fois
de ¢, i.e. Y™ = 1) o--- 01 avec s facteurs. Si A est la matrice de 1) dans une base donnée, alors
A? (puissance au sens des multiplications de matrices) est la matrice de )°.

Le lemme suivant est tellement élémentaire qu’on le qualifie de simple observation. Il est
toutefois tres utile.
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Observation 1.3.3. Soit ) € L(E) etv € E. Alors Vs > 1,
v Eker(y®) & h(v) € ker(¢*h).
Soit B € M,,(K) et v € K™ Alors Vs > 1,
v € ker(B¥) & Bov € ker(B*1).

Démonstration. Siv € ker(¢®), alors ¢*(v) = 0, donc ¥*~(¢)(v)) = 0, donc ¢ (v) € ker(¢*~1).
Et si v ¢ ker(¢)%), alors 1°(v) # 0, donc ¢*~(1(v)) # 0, donc ¥ (v) ¢ ker(¢p*~1).

L’ énoncé matriciel est équivalent. [
On utilisera aussi le

Lemme 1.3.4. [Lemme dynamique] Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit 1) €
L(E), alors

(a) Vs € N, Ker(v*) C Ker(y51),

(b) il existe c € N tel que Ker(y°) = Ker(1)**) pour tout £ > 0.
Soit B € M,,(K), alors

(a) Vs € N, Ker(B*) C Ker(B*t!),

(b) il existe ¢ € N tel que Ker(B¢) = Ker(B+*) pour tout { > 0.

Démonstration. Soit x € ker(v*), alors ¥**1(z) = ¢ (¢*(z)) = 1(0) = 0, donc x € ker(¢**1).
Cela montre (a).

Pour montrer (b), on montre d’abord que si Ker(1¢) = Ker(¢°™!), alors Ker(y°t1) =
Ker(1)°*2). Par récurrence, cela assurera Ker(¢¢) = Ker(¢*"¢) pour tout ¢ > 0. Le (a) montre
que Ker(y°™) C Ker(¢t?). Soit z € Ker(v°"?), alors ¢ (¢p(x)) = 0, donc ¥(z) €
Ker(¢t!) = Ker(1¢), et donc 0 = 9°(¢(z)) = ¥ (x), donc z € Ker(¢*!) qui montre
I’inclusion réciproque.

Reste a justifier I’existence de c tel que Ker(¢¢) = Ker(¢)°™!). Mais sinon, la suite (ker(*))en
serait une suite strictement croissante de sous-espaces vectoriels de F/, donc on aurait dim (ker(¢)*)) >
s pour tout s € N. Cela contredirait la dimension finie de £.

La encore, I’énoncé matriciel est équivalent. O]

1.3.3 Un exemple explicite

On considére la matrice suivante dans My (R) C My(C).

-8 -3 =3 1
6 3 2 -1
26 7 10 -2
0O 0 0 2

A:

On se propose de trigonaliser A dans M,,(C).
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On cherche d’abord le spectre, c’est-a-dire les valeurs A pour lesquelles A — A\, est non
inversible. On a

88—\ -3 -3 1

6 3—\ 2 1

A=Ay = 26 7 10—\ -2
0 0 0 2—-)

On effectue les opérations (pivot sur ’entrée m3) suivantes L2 <— 3L2 + 2L1 et L3 < 3L3 +
(10 — A)L1. On obtient

—-8—\ -3 -3 1
2(1 —\) 33—=X) 0
—2—224+X —9+3)\ 0

0 0 0 2—2\

ou les * désignent des coefficients que 1’on n’a pas calculés (et dont nous n’aurons pas besoin).
On effectue encore I’opération (3 < 3(1 — A\)L3 — (=9 + 3\)L2 et on obtient :

—8—A -3 -3 1
21—2) 33—\ 0 =«
31-N2-AN2 0 0
0 0 0 2—X

Cette matrice est de rang 4 si et seulement si A ¢ {1,2}. Ainsi Sp(A) = {1, 2}.
Pour A\ = 1, on détermine (au moyen du pivot de Gauss)

-9 -3 -3 1 -2 -2

1 B B 6 2 2 -1 1 |1
E; =ker(A — 1) = ker 96 7 9 9| =vect] & On pose v, = 5
0o 0 0 1 0 0

Pour A = 2, on détermine le sous espace propre :

-10 -3 =3 1 3 3

- o 6 1 2 —1| —2 =
E; = ker(A — 21) = ker 96 7 8 _of=veet] _qf- On pose vy = g
0 0o 0 O 0 0

On obtient deux sous-espaces propres de dimension 1. On en déduit que la matrice A n’est pas
diagonalisable puisque le somme des dimensions des sous-espaces propres est 1 + 1 =2 < 4.

A ce stade, on sait que si on compléte la famille (vq, v2) en une base B’ = (vq, v2, v3, v4), ON
aura :

Matp (pa) = puisque Av; = vy et Avy = 20y.

O I
* % X X

o O O
S O N O
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Une “astuce” consiste a chercher v3 dans le sous-espace :

4 6 0 —1 3 0

) e —2 -3 0 1| _ —2| |o
E5 =ker((A —21,)7) = ker 10 —15 o 3 |=vect o |11
0 0 0 O 0 0

(On laisse en exercice le calcul du carré de la matrice A1, ainsi que la résolution du systeme.)
On choisit alors v3 de sorte que (vy, v3) soit une base de E? (qui contient £ d’apres le Lemme
dynamique (a)). Ici, on pourrait prendre I’un ou I’autre des deux vecteurs de la base de E?
obtenue puisqu’ils ne sont pas colinéaires a vo. En général, il faut faire attention.

0

Arbitrairement, on choisit de poser v3 = . On vérifie que la famille (vy, vy, v3) est libre.

S = O

Onawvy € E? = Ker((A — 2I,)?), donc (A — 2I,)vs € Ker(A — 2I;) = Ej d’apres le
Lemme dynamique (b) appliqué a B = A — 21,. Ainsi Avs = 2v3 + w avec w € EJ. Donc
Awvs = 2v3 + tvy pour un certain ¢ € R a determiner. En remplacant A, v3 et vy par leurs valeurs,

on trouve ¢t = —1. On en déduit que quelque soit v, (choisi tel que B’ soit une base)
10 0 71
. 0 2 -1 T2 . .
Matp (pa) = 00 2 n puisque Avz = —vy + 2v3.
00 0 ry
A ce stade, on a trigonalisé la matrice A. Reste quand méme 2 trouver un v, explicite. Par
0
0 ‘ N
exemple, on pose vy = ol Et pour trouver 7y, 19, 73, 4, on résoud le systeme Avy = riv; +
1
T9Uy + 13U3 + 14v4. On obtient :
10 0 1
02 —-11 .
Matp (pa) = 00 2 1 puisque Avy = vy + vy + v3 + 204.
00 0 2

En fait, I’astuce peut étre améliorée en cherchant w, (pour remplacer v,) dans le sous-espace :

-4 —6 0 -2 3 0 1
2 3 0 1 —2 0 0

3 _ _ 3y _ _
E5 =ker((A — 21,)°) = ker 10 15 0 5 | =vect 11l o
0 0 0 O 0 0 —2



On choisit alors w, de sorte que (vq, v3,w,) soit une base de Eg’ (qui contient EQQ). Attention, on

ne peut évidemment pas choisir I’'un des deux premiers vecteurs de la base puisque ce sont déja
1

V9 et v3. On choisit de poser wy = , et on s’assure que w, n’est pas combinaison linéaire

0
0
—2

de vy, vy et vs.
Alors B” = (v1, v2, v3,wy) est une base de C* et si

-2 3 0 1
1 -2 0 0
0 0 0 -2

alors la matrice de I’endomorphisme canoniquement associé a A dans la base B” est de la forme

10 0 O

. . -1 . O 2 —1 *
MatB//(gpA) =T =P AP = 0 0 9 «
00 0 2

ou les * sont des valeurs inconnues a ce stade.

En effet, onav, € B3 = Ker((A—21,)%), donc (A —21,)v, € Ker((A—21,)%) = E3. Ainsi
Avy = 2uy+w avec w € E3. Donc Avy = 204 + Sov3 + 83,03 pour so, s3 € C a determiner. Pour
déterminer les * (c’est-a-dire les s;), on explicite le systeme

—10 3 0 1
8 —2 0 0
A”LU4 = 30 = S9 _8 + S3 1 + 2 0
—4 0 0 -2
qui donne sy = —4 et s3 = —2.
On conclut que
10 0 O
_ 0 2 -1 —4
Matgu(gpA) = T = P 1AP = 0 0 9 _9
00 0 2

On se souvient que 1’on a fait des choix lorsqu’on a défini vs et v4. D’autres choix auraient
donné d’autres valeurs aux entrées x*.

1.3.4 Forme de Jordan

Définition 1.3.5. Une matrice M = (m;;) € M, (K) est appelée matrice de Jordan si on a
Vi<i,j<mn,
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o [es entrées diagonales m;; sont des valeurs propres,

o j—i¢{0,1} implique m;; =0,

o les entrées surdiagonales m; ;. prennent valeur 0 ou 1, et de plus si m;; # mj41 41, alors
m;ir1 = 0.

Le Théoreme de Jordan (a voir plus tard) assure que si ¢ est un endomorphisme d’un espace
vectoriel complexe, alors cet espace £ admet une base dans laquelle la matrice de ¢ est de
Jordan.

On se propose de construire une telle base pour 1’exemple précédent. Notre objectif est de
trouver une base B” de C* encore meilleure que B” = (v1, va, v3, wy).

On se propose de trouver une base By = (ug, uz, uy) de B3 = Ker((A — 21,)?) qui satisfasse
les relations suivantes :

Auy = us+2uy et  Ausz = up+2uz et bien sir Auy = 2uy puisque uy € By = ker(A—21y).

Alors par construction, dans la base B” = (v, us, ug, u4), la matrice sera “de Jordan”, ¢’est-a-
dire que si P’ = (vy, ug, us, uy) est la matrice de passage (dont les colonnes sont les coordonnées
de vecteurs dans la base canonique, ¢’est-a-dire simplement les vecteurs colonnes vy, us, usg, ty4),
alors

1 000
/—1 / 0 2 1 O
PAP = 00 21
000 2

Et ¢’est tres facile. II suffit de prendre uy = vy € Fj \ EZ. On a alors
AU4 — 2uy = (A — 2[4)11,4 c Eg \ E21 = ker ((A — 2[4)2) \ker(A — 2[4)

par application de 1I’observation avec ¢ = A — 214. On pose uz = Auy — 2uy qui donne la
premiere relation.

On recommence en posant us = Aus — 2us qui donne la deuxieme relation. On a bien
uy € B\ {0} grice a I’observation qui assure que uy = (A — 2I4)uz € E} \ EY puisque
us € E22 \ E21 .

Si I’on veut expliciter P, il suffit de calculer par opération matricielles avec

1 —12 6
0 8 —4
Ug = Wy = 0 Uz = (A — 2]4)U4 = 30 Ug = (A — 2]4)U3 = 64
—2 0 0
et donc
-2 6 =12 1
, 1 -4 8 0
P - (Ulﬂu27u37u4) - 5 64 30 O
0 0 0 =2
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Chapitre 2
Le groupe symétrique S;,

NB : les sections et[2.5] ne sont pas au programme de 1’examen de 1’année universi-
taire 2019-2020.

Définition 2.0.1. Soit E un ensemble. On appelle groupe symétrique de E [’ensemble des bi-
Jections de E dans E muni de la loi de composition o. On note ce groupe Sg et on appelle ses
éléments des permutations de E.
Il s’agit bien d’un groupe car
(@) Vf,9,h € Sg,(fog)oh = fo(goh),associativité
(b) I'application idg : £ — FE donnée par Vo € FE,idg(z) = z est bien élément neutre :
VfeSg foidg=idgo f = f,
(c) la bijection réciproque f~! de f fournit bien uninverse f~'o f = fo f~! = idg.

2.1 Canonicité et théoreme de Cayley

Définition 2.1.1. Soient (G, -) et (G, ) deux goupes. Une application ¢ : Gi — Go est un
morphisme de groupes si les trois conditions suivantes sont satisfaites

(a) p(e1) = ey, ot e; désigne I’élément neutre de G,
(b) Vr,y € G, (- y) = @(x) - ¢(y),
(c) Vz € Gy, p(x™t) = p(z)~.
L’application ¢ est appelée isomorphisme de groupes si elle est de plus bijective (et alors la

réciproque est aussi un isomorphisme de Go vers G1). On dit que les groupes G, et Gy sont
isomorphes s’il existe un isomorphisme de ’'un vers I’autre. On note G ~ Gb.

Deux groupes isomorphes sont “identiques” du point de vue de la théorie des groupes. Tout
résultat sur le premier se transmet au second immédiatement en appliquant I’isomorphisme ¢ et
réciproquement en appliquant ¢~ 1.

Proposition 2.1.2. ¢ : G; — G4 est un morphisme de groupe si et seulement si Vx,y € G,
p(z-y) = plz) - oy).
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Démonstration. La preuve est laissée en exercice. ]

Proposition 2.1.3. Soient E., I’ deux ensembles. On suppose qu’il existe une bijection f : £ —
F. Alors il existe un isomorphisme p : Sp — Sp.

Cette proposition assure que le groupe symétrique d’un ensemble  ne dépend (a isomor-
phisme pres) que du cardinal de cet ensemble.
En particulier, si E est de cardinal n (c’est-a-dire si £ possde n éléments), alors Sg ~

-----

de permutations d’ensembles a n éléments.

Démonstration. On considere I’application ¢ : Sp — Sr donnée par
Vo € Sg,p(0) == fooo f i

On vérifie aisément que cette application est bien a valeurs dans S, car I’application (o) va de
F' dans F', et est bijective comme composée de trois bijections (faire un diagramme).
De plus, ¢ est un morphisme. En effet, Vo, 05 € Sg,

p(o1003) = fooioogof ' =fooiof ofoayof ™ =p(o1)op(o).

EtVo € Sg,

p@) = (fooof ) =(f ) oo o fl=p(ah).

On rappelle que (f o g)™' = g~ o f~! pour toutes applications f et g bijectives telles que le
domaine de définition de f est égal a I'image de g.

Enfin, ¢ est bijective. En effet, I’application ¢ : Sp — S donnée par V7 € Sp, (1) =
f~toro festlinverse de ¢, car Vo € Sg, o (o) = f Lo fooo flof=0cetde méme
V1T € Sp,pot(T) =T. O

Les groupes symétriques fournissent des exemples de groupes tres interessants et en un cer-
tain sens universels, comme le montre le théoréme suivant.

Définition 2.1.4. Soit G un groupe. Une partie H non-vide de G est appelée sous-groupe de G
si les deux conditions suivantes sont satisfaites
(a) Vx,y € H,xy € H,
(b) Vv € Hyx™' € H.
La conjonction des deux conditions est en fait équivalente a la suivante :
(c)Vx,y € H,zy~* € H (exercice).
Exercice 10. Soit ¢ : G; — G5 un morphisme de groupes. Montrer que Im(y) est un sous-

groupe de Go.

Théoreéme 2.1.5 (Théoreme de Cayley). Soit G un groupe, alors G est isomorphe a un sous-
groupe de Sg.
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Démonstration. On donne la preuve sous forme d’exercice. Pour tout g dans GG, on définit

Nt G — G
r = g
Il s’agit de la multiplication a gauche par g.

(a) Montrer que A\, € Sg.

On définit :
A G — Sg

g = A
(b) Montrer que A est un morphisme de groupes.
(c) Montrer que A est injectif.

(d) Démontrer le théoreme.

On observe que le théoreme de Cayley est vrai méme lorsque G est infini.

2.2 Généralités sur S,

.....

On considere maintenant le groupe S,, = Sy 2
sous la forme

n}y- On notera souvent un élément o € S,

1 2 3 n
0:(0(1) 5(2) o(3) ... a(n)> 2.1)

Par exemple, la permutation

(12345
1=\ 4 1305 2 5

désigne la bijection de {1,2,3,4,5} donnée par o1(1) = 4,01(2) = 1,01(3) = 3,01(4) =
5,01(5) = 2. Cette notation est pratique pour calculer la composition. Par exemple si

12345
“2_(51 34)655
(12345 12345\ (12345
G1°2=\ 4 1 3 5 2 51234) 24135

On fera bien attention a appliquer d’abord la permutation de droite puis celle de gauche car
01 009(1) = 01(02(1)) = o1(5) = 2. On peut aussi s’en souvenir grice aux fléches 1 73 5% 2.

N Qo

alors

Proposition 2.2.1. Soitn > 1,

23



(a) le cardinal du groupe S,, est n!

(b) sin > 3, alors S, n’est pas commutatif.
Exercice 11. Dresser la liste des éléments de S; puis de Ss.

Démonstration. Pour décrire une permutation sous la forme @), comme o doit étre bijective,

il y a n possibilités pour le choix de o(1), puis il reste n — 1 possibilités pour le choix de o(2),

puis il reste n — 2 possibilités pour le choix de o(3), etc. A la fin, il ne reste qu’une possibilité

pour o(n). Au total, onan x (n — 1) x --- x 1 = n! permutations dans S,,. Cela prouve (a).
Pour le (b), on suppose n > 3, on pose

(1234 .om) (1234 ..0n
=\ 2134 ... n)% " {3124 .. n

alors

Exercice 12. Montrer que S, est commutatif.

2.3 Cycles et décomposition en produit de cycles

2.3.1 Support d’une permutation

Définition 2.3.1. Soit 0 € S,, une permutation. L’ensemble

supp(0) = {1 <1 <nlo(i) # i}

est appelé support de la permutation o. Un élément 1 < i < n tel que o(i) = i est appelé point
fixe de la permutation o.

Clairement, 1’ensemble des points fixes de o est le complémentaire de supp(c) dans I’en-
semble {1,2,...,n}.

Proposition 2.3.2. Deux permutations a supports disjoints commutent.

Démonstration. Soient o, 7 € S, telles que supp(c) Nsupp(7) = 0, et soit 1 < i < n. Il s’agit
de montrer que o7(i) = 7o(7). On distingue trois cas.

Premier cas : si ¢ € supp(c). Alors i ¢ supp(7), donc 7(i) = i et a fortiori o7(i) = (7).
D’autre part, on observe que o(i) € supp(o). En effet, sinon on aurait o(c(i)) = o(i) et en
appliquant 0! il viendrait (i) = 4 qui contredirait I"hypothése. On déduit que o (i) ¢ supp(7),
donc que 70 (i) = o(7) aussi.

Deuxiéme cas : si i € supp(7), on procede de la méme maniere.

Troisieme cas : si ¢ ¢ supp(o) U supp(7). Alors on a o(i) = i et 7(i) = i. Donc o7(i) =
To(i) = i. O
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2.3.2 Décomposition en produit de cycles

Définition 2.3.3. Un cycle de longueur 2 < { < n est une permutation o € S, telle que il existe
une partie {iy, ... i} C {1,...,n} de cardinal { avec

(a) V1 <s<{l—1,0(is) =isy1 et o(ig) = iy.
(D) etsii ¢ {iy,..., i}, alors o(i) = i.

On note souvent un tel cycle o = (iyiy .. .1y). Un cycle de longueur 2 est appelé transposition.

La premiére condition peut s’unifier en disant que V1 < s < ¢, 0(is) = i541 ou les indices
sont considérés modulo /.
On remarque que 1’écriture d’un cycle n’est pas unique, par exemple

(123) = (231) = (312) # (132) = (321) = (213).

Théoreme 2.3.4. [Décomposition en produit de cycles a supports disjoints] Soit o € S,,. Alors
il existe k > 0etcy,...,c, €S, des cycles a supports deux a deux disjoints tels que

O =2¢C...C.
De plus, cette décomposition est unique a l’ordre des facteurs pres.

On illustre d’abord le théoreme par un exemple. On considere

1 8 9
a'_<5 81)689.

Onobserveque 1 — 5+— 9+— letque2 +— 7+ 6+ 4+ 2. Enfin 3 — 3 et 8 — 8. On vérifie
donc immédiatement que

(NI
[S2EEN|

3 5 6
3 9 4

~ N

o = (159)(2764)

Pour traiter le cas général, on introduit d’abord la notion d’orbite.

Définition 2.3.5. Soit o € S,, eti € {1,...,n}. L’orbite du point i sous la permutation o est
O, (i) = {o"(i)|k € Z}.
Si i est un point fixe de o, alors O, (i) = {i} est un singleton.

Lemme 2.3.6. Soit d := min{k > 1|0*(i) = i}, alors

0,(1) = {i,0(i), 0%(i),...,0% (i)}

On observe que 1’orbite a cardinal d par minimalité.
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Démonstration. On montre d’abord que d est bien défini, en exhibant un k& > 1 tel que 0% (i) = i.
Pour cela, on observe que les termes de la suite (0*(i))x>; ne peuvent pas étre deux a deux
distincts car I’ensemble {1,...,n} est fini. Donc il existe k1, ko > 1 tels que o*1 (i) = o*2(4).
(En fait, k; < n + 1.) Par symétrie, on peut supposer que k; > ks. En composant I’égalité par
o~*2 .= (671)*2, on obtient o* 2 (i) = i.

Reste a démontrer 1’égalité par double inclusion. Comme D est évidente, il ne reste que
I’inclusion réciproque. Soit donc £ € Z. On effectue la division euclidienne de k£ par d. On
obtient k = md + r ou 0 < r < d. Mais alors

ok (i) = o™ () = 0”0 ... o) = o (i),
ot il y a m fois 0% et ot 0%(4) = i. O

Lemme 2.3.7. Soiti,j € {1,...,n} eto € S,. Alors
e soit O, (i) = O,(j),
o s0it O, (i) N O,(j) = 0.

En d’autres termes, soit les orbites de ¢ et j sont égales, soit elles sont disjointes.

Démonstration. On suppose que O, (1) N O, (5) # 0. Alors il existe k1, ky € 7Z tels que o1 (i) =
o*2(j). En appliquant o~*2, on obtient o**~*2(i) = j. Mais alors Yk € Z, on a o*(j) =
oltki=k2 () € O, (i), ot O,(j) C O,(i). L'inclusion réciproque est aussi vraie par symétrie.

[

Définition 2.3.8. Soit X un ensemble. Une famille (A;);c; de parties de X forme une partition
de X si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(a) X = UerAs,
(b) Yi,j €1, sii# j,alors A;NA; = 0.

Démonstration du Théoréme On considere toutes les orbites de o. Dans chaque orbite, on
choisit un point privilégié (par exemple, le plus petit pour 1’ordre naturel sur {1,...,n}). On

peut donc écrire
k

{1,...,n} = Fix(o) U |_| O, (i),

Jj=1

ou chaque O, (i;) est une orbite de taille d; > 2 et Fix(o) est ’ensemble des points fixes de o.
Le Lemme assure qu’il s’agit d’une union disjointe, donc d’une partition.

On définit alors pour tout 1 < j < kle cycle ¢; := (i; o(i;) 02(i;) ... o%71(i;)).

Il est alors clair que Vs € {1,...,n}, 0(s) = c1...cx(s). En effet, soit s est un point fixe de
o et de tous les ¢; auquel cas le résultat tient, soit s appartient a exactement une orbite O, (i, ),
et alors s = o”(i;,) pour un certain k, mais on a o(s) = o""(i;) = c;,(s) et tant s que
o(s) = ¢;,(s) sont fixes pour ¢; avec j # jo.

L unicité est laissée a la sagacité des lecteurs.trices. ]
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Définition 2.3.9. Soit 0 € S,,. Le graphe de Schreier de o est le graphe orienté dont I’ensemble
de sommets est {1,...,n} et oi I’on met une arréte orientée de i vers j si o(i) = j.

Le fait que o soit une bijection correspond au fait que chaque sommet est source d’une unique
arréte et cible d’une unique arréte (et ces deux arrétes sont la méme si et seulement si le sommet
correspond a un point fixe de o).

La décomposition en cycles de o correspond a la décomposition en cycles du graphe de
Schreier de o.

Exercice 13. Dessiner le graphe de Schreier de
4
2

3 6
3 4

[N

5 8 9
9 81)689'

2.4 Ordre d’une permutation
Définition 2.4.1. Soit G un groupe et g un élément de GG. L’ordre de g est :
ordre(g) := min{k > 1|¢" = id}.

Dans le cas o I’ensemble est vide, I’ordre de g est infini.

Fait 2.4.2. Soit G un groupe fini, alors tout élément de G est d’ordre fini inférieur au cardinal

de G.

Démonstration. La suite (gk) k>1 est a valeurs dans I’ensemble G fini. Donc il existe 1 < k; <
ko < |G| tels que g** = g*2. Donc g~ %1 = id. O

Fait 2.4.3. Soit c € S,, un cycle. Alors ’ordre de c est la longueur de c.

Démonstration. Onnote ¢ = (ig i1 @2 . . . ig_1) un cycle de longueur ¢. On vérifie immédiatemment
que ¥ = (ig i dop ... ) # id pour tout 1 < k < ¢ — 1, tandis que ¢! = id. Notez que les indices

sont pris modulo /. O]

Exercice 14. Soit G un groupe et g € GG. Alors g" = id si et seulement si I’ordre de g divise 7.
On déduit du Théoreme de décomposition en cycles a supports disjoints.

Corollaire 2.4.4. Soit 0 € S,. On note 0 = c; ...cy sa décomposition en cycles a supports

disjoints. Alors
ordre(o) = ppcm (longueur(cy), . . ., longueur(cy)) .

Démonstration. D’apres la Proposition des permutations a supports disjoints commutent,
donc Vr > 1,0" = cf ... ¢}, qui est encore une décomposition a cycles disjoints, donc 0" = id
si et seulement si c§ = id pour tout 1 < 5 < k. Or d’apres I’exercice , on a cg = id si et
seulement si la longueur de ¢; divise r, ¢’est-a-dire si r est un multiple de longueur(c;). ]

27



2.5 Conjugaison

Définition 2.5.1. Soit G un groupe et soient 01,0, € G. On dit que o1 est conjugué a oy si il
existe o € G tel que
o1 = 002071.

Exercice 15. Montrer que la relation “est conjugé a” est une relation d’équivalence parmi les
éléments de G.

On observe par simple calcul dans S, (faites-le!) que 0(12...0)o™! = (o(1) o(2)...0(()).
Plus généralement, on dispose du

Lemme 2.5.2. Deux cycles de S,, sont conjugués si et seulement si ils ont méme longueur.

Démonstration. La premiere implication découle de 1’observation précédant le lemme, puisque
o(iyig...ip)o "t = (a(iy) ol(ia)...o(ir)).

Réciproquement, si (iyis...7) et (j172...j¢) sont deux cycles de longueur ¢ > 2, alors
n’importe quelle permutation o telle que V1 < k < ¢, 0(iy) = jj satisfait :

O‘(iﬂg e ig)U_l — (j1j2 e j[)

Notez que toute application satisfaisant ces conditions peut se prolonger en une bijection de

{1,...,n} vers lui-méme, puisque il reste n — ¢ élément a la source dont on n’a pas encore
imposé I’'image, et n — ¢ éléments dans I’ensemble d’arrivée dont on n’a pas encore imposé les
antécédants. []

En fait, la preuve montre méme plus généralement le

Théoreme 2.5.3. Soient 01,05 € S,,. Pour { > 1, on note m; 4 le nombre de cycles de longueur
¢ dans la décomposition en cycles a supports disjoints de o;.
Alors 01 et oy sont conjuguées si et seulement si ¥Vl > 1,m o = mo .

Démonstration. Notons s; = c17 ... ¢y, la décomposition en cycles a supports disjoints de o .
La premiere implication découle du calcul

0010_1 =0C11-.. clka_l = 00110_100120_1 .. .aclka_l

du lemme précédent qui assure que oc;0 ! est un cycle de méme longueur que c;y;.
Réciproquement, notons

n Mie n Miye
0; = H H Citj = H H(tz‘ejl ticj2 .- tieje)
=1 j=1 =1 j=1

la décompositon en produit de cycles a supports disjoints de o; (on rappelle que moy = mqy
pour tout £), ou les cycles c;p; = (tigj1tija - - - tirje) ont longueur £.

Notez que le premier indice indique si I’on considere o, ou o, le second qu’on considere
un cycle de longueur /, le troisiéme qu’on considere le 7™ tel cycle, et le quatrieme la position
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de I’entier désigné dans ce cycle. Notez aussi qu’on se permet d’utiliser la notation [] pour le
produit car dans cette situation les facteurs commutent (supports disjoints) ; en général, il faudrait
préciser I’ordre des facteurs.

Alors comme dans le lemme précédent, n’importe quelle permutation o telle que V7, j, s, 0 (t145) =
torjs satisfait ooy o~ ! = 0y, et il existe bien de tels permutations. ]

Exercice 16. Trouver o € Sg explicite telle que
o(172)(35)(48)0~ = (12)(34)(567).

Combien y a-t-il de tels o ?

2.6 Transpositions et morphisme de signature

2.6.1 Parties génératrices

Définition 2.6.1. Soit G un groupe et S une partie de GG. On dit que S est une partie génératrice
de G, ou encore que G est engendré par S, si pour tout élément g de G, il existe s1,...,5; € S
tels que g = $153 . . . Sg.
Exemples 2.6.2. e Le groupe (G est une partie génératrice de G.

e La partie {—1, 1} est une partie génératrice du groupe (Z, +) (exercice).

e Les cycles de S,, engendrent S,,. Cela découle du Théoreme de décomposition en
cycles a supports disjoints.

Il est souvent intéressant de chercher des parties génératrices de petite taille d’un groupe.
Théoreme 2.6.3. Les transpositions engendrent S,,.

Démonstration. Comme toute permutation de S,, est un produit de cycles, il suffit de montrer
que tout cycle est un produit de transpositions. Soit ¢ = (12.../) un cycle de longueur ¢ > 2.
On montre par récurrence sur ¢ que c est un produit de ¢ — 1 permutations.

C’est trivial si ¢ = 2. En général, onpose 7= ({ —1 () =71 . Onacr = (12...£— 1) qui
est produit de ¢ — 2 transpositions par hypothese de récurrence, c’est-a-dire ¢7 = 77 ... 7o et
doncc=r7...7y_oT. ]

La preuve montre en fait que
(12...0) = (12)(23)(34)...({ =2 £ —=1)(¢ =1 ¢).

Par ailleurs, elle est valide pour n’importe quel cycle (175 . .. 4,) de longueur £ et pas seulement
(12...¢). 11 suffit de “rajouter des 7" !
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2.6.2 Signature

Définition 2.6.4. Soit 0 € S,.. On note r = r(o) le nombre d’orbites de o, c’est-a-dire que r
est le nombre de cycles dans la décomposition en cycles a supports disjoints plus le nombre de
points fixes de o. On définit la signature de o comme le nombre

e(o) = (=1)"".
Le nombre n — (o) est parfois appelé le décrément de la permutation o.

Par exemple, £(id) = (—1)"" = 1.
Exercice 17. Soit c un (-cycle. Montrer que £(c) = (—1)*L.

En particulier, les transpositions ont signature (—1). Plus généralement, on dispose du

Lemme 2.6.5. Soit 0 € S,, et T une transposition, alors

e(or) = —¢(0).

Démonstration. Notons T = (ij). Grace au Lemme[2.3.7] on distingue deux cas :

Premier cas : si O, (i) N O,(j) = 0. Quite & conjuguer (c’est-a-dire essentiellement “re-
numéroter”), on peut supposer qu’on est dans la situation suivante : O, (i) = {1,2,...,¢} et
olo,i) = (12...0),0,(j) ={{+1,0+2,... L+ l}etolo,;)=C+1 L+2...L+/()avec
1<i</letl+1<j<l+V71.

Alors on vérifie par calcul que

oTlp ey =120 j4+1 j4+2.. 040 04+1...5 i4+1...4)

et que 0'T|{17.__7n}\{17.__7g+g/} = a|{1,“,,,1}\{17._,,4%/}. On constate que les deux cycles de o a supports
disjoints contenant ¢ et j fusionnent. Donc o7 contient un cycle de moins que . La formule est
valide.

Second cas : si i et j sont dans la méme orbite de o. On peut supposer 1 < 1 < j < £ et que
(12...¢) estun cycle de o. Par le calcul, on obtient qu’en restriction a {1,...,¢},ona

(12...00) =(12...i j+1 j+2..03G+1i+2...j),

et qu’en restriction au complémentaire, o et o7 coincident. On a donc dédoublé un des cycles de
0. La formule est valide. [

Exercice 18. Illustrer la preuve au moyen des graphes de Schreier de o, 7 et o7.

Théoreme 2.6.6. Si une permutation o dans S,, s’écrit comme produit de k transpositions, alors
g(o) = (=1)*.

Ce théoreme assure que la signature de o correspond a la parité du nombre de transpositions
dans toute écriture de 0 comme produit de transpositions. La signature est —1 (resp. 1) si et
seulement si cette parité est impair (resp. pair).
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Démonstration. Le Théoréme découle du Lemme [2.6.5| par récurrence immédiate sur k.
O

Corollaire 2.6.7. L’application signature ¢ : S,, — {+1} est un morphisme du groupe (S,,, o)
vers le groupe ({1}, X).

Démonstration. Soient 0,0’ € S,,. On écrito = 7y...7; et o' = 7{...7,, comme produits de
transpositions. Alors

e(oo’) =e(my...mpr ... 7h) = (D) = (=) (=D =e(ny...m)e(r] ... ) = (0)e(d).
D’autre part, 0~ = 7' ... 7 ! est aussi produit de k transpositions, d’oli e(07!) = (—1)* =

e(o) = e(o)~1. (On observe que pour tout a € {£1}, a*> = 1, donc a est son propre inverse pour

la multiplication.) L

On remarquera que le groupe ({£1}, x) est isomorphe au groupe (Z/27Z,+) via le mor-
phisme 1 — 0 (ce sont les neutres des deux groupes) et —1 —> 1.

Exercice 19. Montrer que 1’application signature ¢ : S; — {41} induit un isomorphisme de
(Sz,0) sur ({£1}, x).

Exercice 20. Soit (G, -) un groupe ayant exactement deux éléments. Montrer qu’il existe un
isomorphisme de (G, -) vers (Z/2Z, +).

On dit qu’a isomorphisme pres, il existe un unique groupe ayant exactement deux éléments.
L’étudiant-e intéressé-e pourra montrer qu’il y a, a isomorphisme pres, un unique groupe a trois
¢léments, dont une représentation est (Z/37Z, +), mais qu’il y a deux classes d’isomorphisme des
groupes a quatre éléments dont des représentations sont (Z/47Z,+) et (Z/27 x 7./27,+).

2.6.3 Le groupe alterné A,
Définition 2.6.8. Soit n > 1. Les éléments de I’ensemble

A, :=Ker(e) = {0 € S,|e(0) =1}
sont appelés des permutations alternées.

Par exemple, les cycles de longueurs impaires sont alternés d’apres I’exercice (17} Le groupe
A, est réduit a la permutation identité (on dit que c’est le groupe trivial).

Proposition 2.6.9. (a) (A, o) est un sous-groupe de (S,,, o).
(b) Les 3-cycles engendrent A,,.

Démonstration. Le (a) découle du fait suivant dont la preuve est un exercice :

Fait 2.6.10. Si p : G; — G4 est un morphisme de groupes, alors ’ensemble

Ker(p) :={g € Gilp(g) = ea}

ol e est I’élément neutre de G5, est un sous-groupe de G.
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Le (b) découle du fait que tout produit de deux transpositions peut s’écrire comme produit de
3-cycles (exercice). O

Pour n > 5, une propriété intéressante du groupe alterné est la suivante. Soit G' un groupe,
on suppose qu’il existe un morphisme ¢ : A, — G surjectif. Alors, soit ¢ est un isomorphisme,
soit GG est le groupe trivial ayant un seul élément. On dit que le groupe A,, est simple. On reverra
cette notion en L3.
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Chapitre 3

Déterminants

Dans ce chapitre, K désigne un corps, et £/ désigne un K-espace vectoriel de dimension n.

3.1 Formes n-linéaires alternées et déterminants

3.1.1 Formes n-linéaires alternées

Définition 3.1.1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Une application ¢ : E" — K
est n-linéaire siV1 < i < n,Vuy,...,v,, v, € EVA\, ueK

/ /
QO(’Ul, ey Ui, )\Ui+uvi,?}i+1, . ,’Un) = )\90(’01, e Vi1, V5, Vi1, - - - ,’Un)—i-/j,@(’l)l, ey U1, U Vi1, e e

c’est-a-dire si @ est linéaire en chacune de ses n-variables (qui sont chacunes des vecteurs dans
E).

Dans ce contexte, il est d’usage courant de désigner ¢ comme une forme n-linéaire. Le mot
“forme” est dans ce contexte un simple synonyme du mot “application”.

Exercice 21. Soitn = 3 et ¢ : £ — K une application 3-linéaire. Développer
(A1 4 pnv) + v1v], Agva, Agus + pizv3).

Définition 3.1.2. Une forme ¢ : E™ — K est antisymétrique si V1 < i,j < n,Vvy,...,v, € F,
si i # j, alors

O(V1, .y Uiy Ve Un) = — (U1, Vg Uiy, Upy).
(Les vecteurs en positions différente de i ou j sont les mémes dans les deux membres de [’égalité.)

Proposition 3.1.3. Soit p : E" — K une forme, alors les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

(a) p est antisymétrique,
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(b) Yui,...,v, € E.Vo € S8,,0(Vo1),- -+, Vs(m)) = €(0)p(v1,...,v,), ot (o) désigne la
signature de o.

Démonstration. (b) implique (a) en prenant o = (ij).

Réciproquement, (a) assure que (b) est vrai pour les transpositions. Soit ¢ une permutation
quelconque, on peut écrire ¢ = 7y ... 7, comme un produit de & transpositions. On a alors pour
chaque 1 < s <k

Sp(vn...rs_l(l)7 s 7UT1...TS_1(’IL)) = _SO(UTL..TS(l)y cee avn...‘rs(n))'

Il suit par récurrence que

V1, vn) = (=1 0 (Vo) -« -, Vo(n))-
Le résultat vient car e(o) = (—1)*. O

Définition 3.1.4. Une forme ¢ : E" — K est alternée si Vi # j,Vvq,...,v, € F,
gO(Ul, B A I O I VT [ ,’Ujfl,’Ui, Uj+1, Ce ,Un) = O,
c’est-a-dire si v; = v; implique p(vy, ..., v,) = 0.

Exercice 22. Soit ¢ : ™ — K une forme n-linéaire. Montrer que ¢ est antisymétrique si et
seulement si ¢ est alternée.

Soit B = (ey, ..., e,) une base de E, et soit (vy,...,v,) € E". Pour tout 1 < j < n, on note
(a;;)i, les coordonnées de v; dans la base 3, soit

n Qay
vj = g a;je; = ajjer + -+ apjep, = | 1|,
ou I’on note les coordonnées en colonne.
Théoreme 3.1.5. Soit ¢ : E" — K une forme n-linéaire et alternée, alors Vv, ..., v, € E

o(v1, .., 0,) = Z £(0)ao)1 - - - Aomin | Ple1,. .. ).

O’ESn

Démonstration. En utilisant successivement la linéarité en chacune des variables, on calcule

n n
(V1. ., 0n) =@ E Aiy1€iyy - - - s E i, n€i,
i1=1 in=1
= E @iyt - Qi P(€iyy vy €).
1<i1,0min<n
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La forme ¢ étant alternée, on a ¢(e;,,...,e; ) = 0 dés que les e;, ne sont pas deux a deux
distincts. C’est-a-dire que les seuls termes non-nuls sont ceux pour lesquels il existe o dans S,
tels que V1 < s < n,i; = o(s). Ainsi

o(v1, ..., 0,) = Z U ()1 - - - Co(mnP(€o(1)s - - - Ea(n))
O’GSn

= Z £(0)as)1 - - - Aomnp(er, .., en)

geSy,

en utilisant le (b) de la Proposition|3.1.3] puisque d’apres I’exercice[22] o est aussi antisymétrique.
O

Exercice 23. Faire le calcul completement détaillé pour n = 2 et pour n = 3.

3.1.2 Déterminant d’une famille de n vecteurs.

Définition 3.1.6. Déterminant d’une famille de n vecteurs. Soit B = (ey, . .., e,) une base du
K-espace vectoriel E. Le déterminant du n-uplet de vecteurs (vy,...,v,) € E" dans la base B
est

detg(vy,...,v,) = Z £(8)a(1)1 - - - Ao(nn

UESn

ayj
out les coordonnées du vecteurs v; dans la base B sont v; =

Qnj
Le théoréme précédent[3.1.5]s’énonce donc : pour toute ¢ forme n-linéaire alternée,
o(v1, ..., 0,) =detg(vg, ..., vn)p(er, ..., en)
Exercice 24. Montrer que detz(B) = detg(eq, ..., e,) = 1.
Théoreme 3.1.7. L’application detg : E™ — K est une forme n-linéaire alternée.
Ce théoreme assure en particulier que les formes n-linéaires alternées existent bel et bien !

ieme

Démonstration. On montre d’abord la linéarité en la 5™ variable v;.
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ay; @y,

On note v; = Co et v} = : |. Soient aussi A, p € K. Alors
Qnjj a;zj
a1 Aayj + pay Q1n
detlg(vl,...,)\vj—i—uv;,...,vn):detB N : ey

(n1 Ady; + pay; (nn

= Z £(0)agay - - ()\aa + paam ) o (n)n

g€ESy
=\ Z €(0)as)1 - - - Ao(j)j - - - Qo(n)n + [ Z e(0)asay - - - a.
c€S, S

:/\detg(vl,...,vj,...,vn)—|—udet5(vl,...,v§.,...,vn).

Reste a montrer que le déterminant est alterné. Pour cela, il suffit de montrer qu’il est anti-
symétrique. Soit § € S,,, on calcule

detg ('09(1), ... ,Ug(n)) = Z 6(0)@0(1)9(1) -« Qg(n)o(n)

oESy

= Z O) Ay (9-1(1))1 - - - Ao (91 (n))n Car B(i) = j équivautai = 67" (j),

UGSTL
= Z (10)ar@y - - - rmyn
TESH
= e()el®)ary - - Aruyn
TGS’FL
= 5(9) Z 8(7’)&7(1)1 Ce aT(n)n
TESH

= e(f)detg (v1,...,v,)

A la troisiéme ligne, on a utilisé le changement de variable 7 = o#~! qui est bijectif dans S,
(cela équivaut a o = 76). O]

Corollaire 3.1.8. Soit B une base, alors toute forme ¢ : E™ — K n-linéaire alternée est co-
linéaire au déterminant dans la base B, c’est-a-dire qu’il existe A € K tel que ¢ = A\detg.

On dit qu’a normalisation pres, le déterminant est I’'unique forme n-linéaire alternée sur £™.

Démonstration. Le Théoréme assure que V(vy,...,v,) € E",

o(vy, ..., v,) =detg(vg, ..., vn)p(er, ..., en)

donc ¢ = Adetg avec A = ¢(eq, ..., e,). O
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Puisque pour toute autre base B’ le déterminant dets dans la base B’ est aussi une forme
n-linéaire alternée, on en déduit encore le

Corollaire 3.1.9. Soit B, B’ deux bases de E, alors on a
detB/(-) = detB(-)detgx(B).

Comme detp (B') = 1, on déduit que dety (B) # 0 pour toutes bases BB, 5'.
On déduit du corollaire le résultat primordial suivant :

Théoreme 3.1.10. [Théoreme fondamental du déterminant] Soit E un K-espace vectoriel de
dimension n, soit B une base de E et soit (vy,...,v,) € E". Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(a) (vi,...,v,) est une base de E,
(b) detg(vy,...,v,) #0.

La seconde assertion s’interprete en disant que le volume du parallélépipede engendré est
non nul.

Démonstration. Montrons d’abord que si (vy, .. ., v,,) n’est pas une base de F alors detg(vy, ..., v,) =
0. En effet si la famille (vy, ..., v,) est li€e, alors il existe jo et A; tels que vj, = >, Ajvj,
mais alors
detg(vy, ..., v,) =detg(ve, ..., Vg, ..., V)
= detg(vy, ..., Z AjUj, .y Up)
J#Jo
= Z Ajdetg(vy, ..., v5,...,0,) =0
J#jo

puisque le déterminant dans B est alterné, et que le vecteur v; apparait aux positions distinctes j
et jo dans le 5™ terme de la somme.

Réciproquement, on suppose que (vy, ..., v,) = B’ est aussi une base de F. Alors I’exercice
et le corollaire [3.1.9]assurent que

1= detB/(B') = detB(B’)detBr(B)
En particulier detg(B’) = detg(vy, ..., v,) # 0. O

3.1.3 Déterminant d’un endomorphisme.

Définition 3.1.11. Déterminant d’un endomorphisme. Soit f : £ — E un endomorphisme
du K-espace vectoriel E de dimension n, et soit B = (vq,...,v,) une base de E. Alors le
déterminant de I’endomorphisme f est le déterminant dans la base B de la famille de vecteurs

f(B)=(f(v1),..., f(vn)), c’est-a-dire
det(f) = detg(f(B)) = detg (f(v1),..., f(vy)) .
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Cette définition est valide, ¢’est-a-dire que le déterminant de f est bien défini et indépendant
du choix de B grace ala:

Proposition 3.1.12. Soit B et B’ deux bases de E, alors
dets(f(B)) = dets (f(B')).

Démonstration. Comme f est linéaire, I’application

detgf(') : Em — K
(up,...,u,) — detg(f(ur),..., f(up))

est n-linéaire et alternée (vérifiez-le!). Le corollaire [3.1.8] assure alors qu’il existe A € K tel
que detgf(-) = Adets(-). L’évaluation sur la base B = (vy,...,v,) et I'exercice 24| donnent
detg(f(B)) = Adetg(B) = . Donc

detg f(-) = detg(f(B))dets(-) (3.1

D’autre part, le corollaire assure que detg f(-) = detg(B’)dets f(-). En évaluant en 55,
on obtient
de'[[;f([))/) = detg(f<8))det3<8/) = detB(B’)detB:f(B').

L’égalité voulue s’en déduit sachant que detz(B’) # 0. Ceci découle de la remarque apres le
Corollaire 3.1.91 O

3.1.4 Déterminant d’une matrice carrée.

On rappelle que K" est un K-espace vectoriel de dimension n. Sa base canonique B.,, =

015 L
5 . 1 sii=y
(e1,...,e,) est formée des vecteurs colonnes ej = : avec 0;; = 0 siij le sym-
Onj
bole de Kronecker. En d’autres termes, e; a toutes ses coordonnées nulles sauf la ™ qui vaut 1.

Définition 3.1.13. Déterminant d’une matrice carrée n x n. Soit A = (a;;)1<i j<n Une matrice
alj
carrée. Alors ses colonnes c; = | : | forment une famille de n vecteurs de K". On définit

CLnj

det(A) :=detg_, (c1,...,c Z £(0)as)1 - - - Ao(n)n Z H Ao (i)i

€Sy oES,

Exercice 25. Donner des formules explicites pour n = 1, 2, 3, ainsi que des moyens mnémotechniques
pour s’en souvenir (regle de Sarrus).

Exercice 26. Soit T' = (a;;)1<ij<n € M, (K) une matrice triangulaire supérieure, c’est-a-dire
que Vi > j, a;; = 0. Calculer det(7"). Méme question si 7" est triangulaire inférieure.
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On rappelle qu’étant donnés un endomorphisme f : £ — E d’un K-espace vectoriel et une
base B = (ey, ..., e,) de E, la matrice de f dans 5 est

aix cc Qip
Mats(f) = (f(er),.... flen))=| ¢ . | =A4A
(0275 IR ¢ 79
ayj
ot la 5™ colonne f(e;) = | : | décritles coordonnées du vecteur f(e;) dans B, c’est-a-dire
anj

f(ej) = aljel 4+ 4 anjen.
Dans ce cas, toutes les définitions du déterminant données ci-dessus sont bien évidemment
cohérentes :

det(f) = dets (f(e1), ..., f(en)) = det(Mats(f)) = det(A)

et sa valeur ne dépend pas du choix de la base 5. Notez cependant que la matrice Matz(f) = A
elle-méme dépend de B.

3.1.5 Propriété fondamentale du déterminant.

On rappelle que I’endomorphisme f : £ — FE d’un K-espace vectoriel £ de dimension
finie n est un isomorphisme si et seulement si pour toute base B = (eq,...,€e,), la famille
(f(e1),..., f(e,)) est aussi une base, et ceci si et seulement si la matrice Matp( f) est inversible.
On déduit donc du Théoreme et des définitions précédentes le

Corollaire 3.1.14. Soit f : E — E un endomorphisme du K-espace vectoriel E de dimension
n, et soit B = (ey, ..., e,) une base de E, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) f estun isomorphisme (c’est-a-dire f est bijective),
(b) la famille (f(e1), ..., f(en)) est une base de E,

(c) la matrice Matg(f) est inversible,

(d) det(f) = dets(f(B)) = det(Mats(f)) # 0.

3.2 Explication et interprétation géométrique du déterminant

32,1 Lecasn=1

Un K-espace vectoriel £ de dimension 1 admet une base contenant un seul élément B = (e;).
Ainsi E = {\e;|]\ € K}, on a donc une bijection entre E et K qui a tout élément de E fait
correspondre sa coordonnée \ dans la base B = (e;).

Notez que les formes 1-linéaires ¢ : £ = E' — K sont simplement les formes linéaires, et
elles sont toujours alternées puisqu’il n’y a pas de deuxieme coordonnée avec laquelle échanger.
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Le déterminant du vecteur Ae; dans la base B = (e;) est
det[g()\(?l) = A

Ainsi le déterminant d’un vecteur v = \e; dans la base 5 = (e;) est simplement la longueur
“orientée” du vecteur, c’est-a-dire 1’abscisse, ou le vecteur “unité€” est e; de longueur +1.

Maintenant une application linéaire f : £ — K est uniquement déterminée par 1’image
f(e1) = ajieq pour un unique a1; € K. En d’autres termes, la matrice de ¢ dans la base B = (e1)
est la matrice 1 x 1 ayant pour seule entrée a;;. On a bien Vv € E, f(v) = ayjv.

Le déterminant de 1’application linéaire f calculé dans la base B = (e;) est donc

det(f) = detg(f(B)) = detg(f(e1)) = detg(arer) = ar;.

Le déterminant de f est exactement le “facteur de dilatation” des longueurs par application f, ou
encore le rapport d’homothétie de f, puisque les applications linéaires en dimension 1 sont des
homothéties.

3.2.2 Aire des parallelogrammes

On voudrait définir une notion d’aire. C’est-a-dire qu’a toute partie P du plan, on veut asso-
cier un nombre Aire(P) > 0 qui mesure la “superficie” de P. En toute généralité, c’est difficile,
et cela fera 1’objet du cours de théorie de la mesure en L3. On se restreint ici a la notion d’aire
des paralleogrammes. Cette restriction est naturelle, puisque les parallelogrammes (qui incluent
les carrés) serviront de “pieces de base” pour mesurer des aires plus générales.

Etant donnés deux vecteurs vy, v, € R2, on définit le parallelogramme engendré comme la
partie

P('Ul,Uz) = {)\1’01 + )\2@2’)\1,)\2 € [O, 1]} = {U € RZED\l, )\2 S [0, 1],’() = )\1’(}1 + )\21)2}.

Faire un dessin. On voudrait définir une bonne notion d’aire dans le plan, qui respecte notre
intuition géométrique.

En observant des dessins correspondants, on réalise que 1’on voudrait que 1’aire satisfasse les
conditions suivantes

(a) pour tout A, on voudrait Aire(P(Avy, v9)) = AAire(P(vy,v2))

(b) et de méme Aire(P(vy, Avg)) = AAire(P(vq,v2))

(c) on voudrait aussi Aire(P (v + v, va)) = Aire(P(vy,vq)) + Aire( P (v}, v2))
(d) et de méme Aire(P(vy,ve + v5)) = Aire(P(vy, vq)) + Aire(P(vy,vh))

En d’autres termes, on voudrait que 1’application “aire du parallelogramme” soit linéaire en
chacune des variables v; et vs, c’est-a-dire qu’elle soit 2-linéaire.
D’autre part, on souhaiterait que I’aire d’un segment soit nulle, soit :

(e) Aire(P(v1,v1)) =0
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qui signifie que I’application “aire du parallelogramme” est alternée.
Ainsi I'aire du parallelogramme engendré par v; et vy se doit d’€tre une forme 2-linéaire
alternée. L’étude de ces formes a la section montre qu’a constante multiplicative pres, si

a11 Q12 . . .
v, = (a ) et vy = (a ), alors le corollaire [3.1.8| assure que les seules notions d’aires
21 22

satisfaisant nos conditions sont les

Q21 Q22

Aire(P(vl,vg)) = )\(alla22 — algagl) = Adet (all (112)

Et le \ est une constante de normalisation, qui nous force a choisir arbitrairement une valeur
pour au moins un parallelogramme, par exemple le carré unité. C’est I’unité de mesure d’aire
qu’utilisent les physiciens, par exemple le m?, ou bien le cm?.

3.2.3 Volume des parallélépipedes
De la méme maniére, étant donnés trois vecteurs de 1’espace R?, une bonne notion de volume
des parallélépipedes
P(v1,v9,v3) := {A\v1 + Aave + Asus|A\; € [0,1]}
doit étre une forme 3-linéaire alternée. On déduit de méme que

VOI(P(’Ul, Vo, U3>) = )\detgcan (Ul, Vo, ’U3).

Le choix d’une base n’est autre que le choix d’un parallélépipede “unité¢” de volume 1.

Et en dimension n quelconque on peut encore définir une notion de volume par analogie,
méme si bien sir I’intuition physique disparait.

Dans le cas d’une application linéaire f : R? — R? ou f : R® — R3, le déterminant de
f n’est rien d’autre que le facteur par lequel le volume d’une partie est multiplié lorsqu’on lui

applique f :

VP C R?, Aire(f(P)) = det(f)Aire(P)
VP C R? Vol(f(P)) = det(f)Vol(P)

Notez que ce facteur multiplicatif est une donnée géométrique. Cette interprétation explique
donc bien que le déterminant d’une application linéaire ne dépende pas de la base choisie pour
le calculer explicitement.

3.3 Multiplicativité du déterminant

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie, on note £(E) ’ensemble des applications
linéaires de E' dans F, aussi appelées endomorphismes de F.
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Théoreme 3.3.1. Soient f,g € L(E), alors
det(f o g) = det(f)det(g)

Démonstration. Soit B une base de £, alors

det(f o g) = detg(f o g(B)) par définition [3.1.11]
= dets(f(9(B)))
— dety(f(B))dets(g(B)) dapres (1)
= det(f) det(g).

On rappelle que (3.1) assure detgh(-) = detg(h(B))dets(-), puisque 1’application detg(h(-))
est n-linéaire alternée, donc proportionnelle au déterminant d’apres le corollaire [3.1.8] et la
constante de proportionnalité s’obtient en évaluant dans la base 5. [

Corollaire 3.3.2. Soit f € L(FE), alors f est inversible si et seulement si det(f) # 0 et

™) = o

Démonstration. Le premier point a été vu au corollaire [3.1.14} et alors f o f~! = id, d’ou
1 = det(id) = det(f o ') = det(f) det(f )

]
On note GL(F) le groupe (pour la composition) des endomorphismes inversibles de F, ¢’est-
a-dire des f € L(F) tels que det(f) # 0.On a
Corollaire 3.3.3. L’application det : GL(E) — K\ {0} est un morphisme surjectif du groupe
(GL(E), o) vers (K '\ {0}, x).
Démonstration. 11 ne reste qu’a prouver la surjectivité. On se donne une base B de E, et pour
A € K\ {0}, on considere un endomorphisme f dont la matrice dans la base 3 est

A0 --- 0

01 --- 0

Ay=Matp(fi)=1|. . . .

00 --- 1
On calcule immédiatement que det(A,) = A, puisque seule la permutation id contribue un
produit non-nul dans la formule de définition. ]

Définition 3.3.4. On appelle groupe spécial linéaire de E et I’on note SL(F) I’ensemble
SL(E) :={g € GL(E)| det(g) = 1} = Ker(det)

Il s’agit d’un sous-groupe de GL(E) puisque c’est le noyau du morphisme déterminant det :
GL(F) — K\ {0}.

Le groupe SL(F) s’interpréte comme le groupe des applications linéaires de £ préservant le
volume. C’est trés explicite dans R? et R3,
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3.4 Le polynome caractéristique

On a vu qu’une valeur propre d’un endomorphisme ¢ € L(F) est un scalaire A tel que
¢ — Aidg soit non-inversible. C’est le cas si et seulement si det(p — Aidg) = 0. Il est donc
naturel de considérer la fonction X — det(p — Xidg).

Définition 3.4.1. Soit p € L(FE), le polyndme caractéristique de o est
P,(X) = det(yp — Xidg).
Pour le calculer, on se place dans une base B, et on a
P,(X) = det(p — Xidg) = det(Matp(p — Xidg)) = det(Matg(p) — X 1,,),

d’apres la Proposition En particulier, on a det(¢4 — Xidg) = det(A — X I,,) pour tout
A € M,,(K), ce qui justifie la

Définition 3.4.2. Soir A € M,,(K), le polynéme caractéristique de A est
PA(X) = det(A — X1,).

Proposition 3.4.3. Soit A = (a;j)1<ij<n € M,(K), son polynéme caractéristique est un po-
lynéme de la forme

Py(X) = (—1)"X" 4+ (=1)" M Tr(A) X" 4 - 4 det(A).
Ses racines sont exactement les valeurs propres de A.

On rappelle que la trace d’une matrice A = (a;;) est la somme de ses entrées diagonales

n

TI'(A) = Z (077D

=1

Démonstration. La seconde phrase découle du Fait [1.2.3] Reste a calculer le polynome ca-
ractéristique. Le coefficient constant est obtenu pour X = 0, c’est donc bien P4(0) = det(A).
Pour le reste, on note m;; = a;; — X d;; les entrées de la matrice A — X I,,, et on utilise la formule

det(A — X1I,) = ) _ &(o) ﬁ M iy
=1

O'ESn

On observe d’abord que si o # idg,, alors la taille du support de o est > 2, donc le nombre
de points fixes de o est au plus n — 2. Il y a dans ce cas au plus n — 2 facteurs du produit
Qos(X) = [I:-; ms@) qui contiennent un X, et donc ce produit est un polyndme de degré
<n-—2.
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Lorsque o = idg,, on obtient en développant le polyndome

n

Hm = [J(ai — X) = (=1)"X" + (= 1)" " Te(A) X" + Qu(X),

i=1
ol Q;q(X) est un polynéme de degré < n — 2. Au total

PA(X) = (=1)"X" + (=" " Te(A)X" '+ Qu(X) + > e(0)Qu(X)
oeS\{id}

est bien un polyndme de degré n ayant les deux coefficients de plus haut degré voulus. ]

Notons que le polyndme caractéristique de ¢ € L(E) ne dépend pas du choix de la base,
puisqu’un changement de base revient a une conjugaison de matrice : si A = Matg(p), C =
Matp () et que P est la matrice de passage, alors C' = P71 AP et donc

det(C' — X;N) = det(P~'AP — P~'XI,P) = det(P~(A — XI,)P)
1
— -1 _ - - _
= det(P~") det(A — X 1,,) det(P) dct(P) det(A — X1,,) det(P)
=det(A — X1,).

Corollaire 3.4.4. Soit ¢ € L(E). Si son polynome caractéristique P,(X) est scindé a racines
simples, alors ¢ est diagonalisable.

Démonstration. Le polyndme caractéristique P,(X) est scindé a racines simples si P,(.X)
[T, (A\; — X) avec des \; deux a deux distincts. Comme on obtient n valeurs propres deux
deux distinctes, le corollaire[I.2.9]s’applique.

|

3.5 Propriétés calculatoires et techniques de calcul du déterminant

Dans cette partie, on cherche a calculer efficacement le déterminant d’une matrice carrée.

3.5.1 Matrices de tailles 2 et 3

Dans ce cas, on peut utiliser les formules explicites :

d ain aiz\
et = 11022 — A21012
ag1 A2

C’est le produit des entrées de la diagonale descendante (aussi appelée diagonale) auquel on
soustrait le produit des entrées de la diagonale ascendante (aussi appelée anti-diagonale).

Pour les matrices 3 X 3, on a la regle de Sarrus. (Illustration)

Attention, la regle de Sarrus ne fonctionne pas pour des matrices de taille > 4.
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3.5.2 Matrices diagonales et triangulaires
aip - Qin
SoitA=| : .. | €M,(K) une matrice carrée n X n.
Qp1  * Qnpn
Définition 3.5.1. On doit que la matrice A est
e diagonale si Vi # j,a;; = 0,
e triangulaire supérieure si Vi > j,a;; = 0,
e strictement triangulaire supérieure si Vi > j, a;; = 0,
o triangulaire inférieure si Vi < j,a;; = 0,
e strictement triangulaire inférieure si Vi < j,a;; = 0.
Il est clair que les matrices diagonales sont les seules matrices a la fois triangulaires supérieures
et triangulaires inférieures.

Exercice 27. Soit T € M,,(K) une matrice strictement triangulaire (supérieure ou inférieure).
Montrer que 7™ = 0.

Proposition 3.5.2. Soit T" une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure), alors

det(T) = Haii = 114922 ... Ay

i=1
est le produit des termes diagonaux de T'.

Démonstration. 11 s’agit d’un exercice, on utilise la formule

n

det(A) = Z (o) Haa(i)i

gES) =1

et on vérifie que tous les termes sont nuls hormis celui correspondant a o = id. [

3.5.3 Transposition

Soit A = (aij)1<ij<n € M, (K) une matrice carrée. On rappelle que la transposée de A est la
matrice A* = (a;i)1<ij<n- Les entrées de A’ sont obtenues a partir de celles de A par symétrie
axiale d’axe la diagonale (descendante).

ai; -+ Qni aip -+ Qin
Al=1 + - quand A=

A1p  *° Qpn Qp1  * Qnn

Il est évident que (A")" = A pour tout A € M,,(K).
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Proposition 3.5.3. Soit A € M,,(K), alors det(A") = det(A).

Démonstration. Notons a’. = a;; les entrées de A'. On calcule :
1) J

det(A") = Z e(o) Ha;(i)i

= Z (o) H a,-1(;); par changement d’indice j = o (1)

n

=Y o) ][ ar1(ycare(c™) = (o)™

o€Sy =1

= > el )]0y

oc—1eS, Jj=1
n

= 2(0) [ [ ao; = det(A)

€S, Jj=1

A I’avant derniére ligne, on a utilisé le fait que le passage a ’inverse induit une bijection de S,

sur lui-méme. O
Soit A = (a;;)1<i ja, une matrice de taille n xn. Pour 1 < ¢ < n,onnote L; = (ail Qg - am)
sa 7" ligne et
alj
agj
C;=1 .
anj

sa j*m colonne. De sorte que 1’on écrit la matrice A sous les formes suivantes :

11 - Qin Ly
A= o == - C)

an1 -+ QApp Ln
Alors la transposée de A s’écrit :

a1 0 Apl Cl
O I I I TS

t
A1p - App Cn

Notez que la transposée d’une matrice rectangle n x m est une matrice m x n. En particulier,
la transposée d’une ligne est une colonne et vice-versa.
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On a vu au début du chapitre que le déterminant det(A) = det (C} --- C.,) de la matrice
A est une forme n-linéaire alternée en tant que fonction des colonnes de A.

Corollaire 3.5.4. Le déterminant de A est aussi une forme n-linéaire alternée en tant que fonc-
tion des lignes de A, c’est-a-dire

o V1 <i<nVAueK VL €M ,(K)
Ly Ly Ly
det | AL; + puL; | =Xdet | L; | +pdet | L]
L, L, Ly,
o cetsi L; = Lj pouri # j, alors det(A) = 0.
Démonstration. Le déterminant det(A) = det(A") est une forme n-linéaire alternée en les co-

lonnes de A’ qui sont les lignes de A. O]

3.5.4 Matrices élémentaires et opérations sur les lignes et les colonnes

On rappelle la définition des matrices élémentaires de M,,(K). Pour 1 < i,j < n, la ma-
trice élémentaire E;; est la matrice de M, (K) dont toutes les entrées sont nulles, sauf 1’entrée a
I’intersection de la ligne et de la colonne j. En d’autres termes

1 si(s,t) = (i,5)
0 si(s,t) # (4,])

Les multiplications par les matrices élémentaires et leurs multiples s’interpretent en termes
de lignes et de colonnes comme suit. Les notations sont définies ci-dessus.

Eij = (est>1§s,t§n ol ey = {

Proposition 3.5.5. Soit A € M,,(K) et E;; € M,,(K) une matrice élémentaire. Alors
0

(a) EZJA = Lj — iié’”eligne

0

Toutes les lignes sont nulles sauf la ™ ou I'on trouve la j*" ligne L; de A.
() AB;=(0 o LG )
j'émecolonne

Toutes les colonnes sont nulles sauf la 7' ou I’on trouve la "™ colonne C; de A.

Démonstration. 1l suffit d’écrire les produits sur une grande feuille de papier. [
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On note [, € M, (K) la matrice identité, dont les entrées sont les symboles de Kronecker
P 1 sii=y
Y10 sii#g
Corollaire 3.5.6. Soient A € K, A € M,,(K) et E;; une matrice élémentaire, alors
Ly
(a) (I, +AEj) A= | Li+ AL; | < i*™ligne
L

(b)A([n+)\Eij):(C1 G AC Cn>

jieme colonne

Dans le (a), on dit que I’on a ajouté \ fois la ligne L; a la i®™® ligne L;. Dans le (b), on dit

que I’on a ajouté A fois la colonne C; a la 7™ colonne C;. Notez que lorsque ¢ = j, cela revient
a multiplier la ligne ou colonne correspondante par (1 + \).

Démonstration. 11 suffit d’ajouter I,, A = A aux résultats de la proposition [3.5.3] O

3.5.5 Matrices de permutations

Soit o € S, on lui associe la matrice P, € M,,(K) dont les entrées sont données par

o 1 sii=o(j)
V1<i,j<npj= w(ﬁ:{ 0 sii#o(j)

On rappelle que J,; est le symbole de Kronecker, vallant 1 si s = ¢ et 0 sinon.

Les matrices P, pour o dans S,, sont appelées les matrices de permutations. En d’autres
termes, ce sont les matrices ayant toutes leurs entrées nulles sauf n qui vallent 1 de sorte que
chaque ligne et chaque colonne contienne exactement un 1.

Exemple 3.5.7. Ona Py = I,,. Pourn =2 puisn = 3,on a

0 1 0 01
Pugy = <1 O) ; Paezy=11 0 0
010

Dans la proposition suivante, on utilise les notations habituelles pour les colonnes et les lignes
de A.
Proposition 3.5.8. Soient 0,7 € S, et soit A € M,,(K). On a
(a) Pt =P, = P!
(b) PoPr = Fror
(c) det(P,) =¢(o)
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(d) AP, = (01 C’n) P, = (C’U(l) Cg(n)). On dit que la multiplication a droite
par P, permute les colonnes de A.

Ly Lo—1(1)
(e) P,A=PFP, | : = : . On dit que la multiplication a gauche par P, permute
LTL Lo-—l(n)
les lignes de A.

Les points (a) et (b) assurent que 1’application ¢ — P, est un morphisme du groupe S,, vers
le groupe GL,,(K). On vérifie aisément que ce morphisme est injectif, de sorte que son image est
un sous-groupe de GL,,(K) isomorphe au groupe S,,.

Démonstration. Elle est laissée en exercice. On pourra se convaincre du résultat en traitant le cas
des matrices 3 x 3. Pour une preuve formelle, on pourra simplement se ramener a la définition
du produit matriciel, AB = (' signifiant que

V1<i,5 <n,cj= Zaikbkja
k=1
et au calcul avec le symbole de Kronecker. ]

3.5.6 Laméthode du pivot de Gauss

On donne ici une méthode numérique efficace, basée sur le célebre pivot de Gauss. Cette
méthode peut s’implémenter pour donner un algorithme explicite. On se contente ici de rappeler
la stratégie.

Etant donnée une matrice A € M,,(K), la méthode du pivot de Gauss consiste & modifier cette
matrice au moyen d’opérations élémentaires sur les lignes afin d’obtenir une matrice triangulaire.
Cela permet par exemple de déterminer le rang d’une matrice, et avec plus de soin son inverse si
elle est carrée de rang maximal.

Les opérations élémentaires sont les suivantes

e permuter deux lignes 7 et j, ce qui revient a multiplier a gauche par la matrice de permuta-
tion P(Z]),

e multiplier une ligne ¢ par un scalaire A # 0, ce qui revient a multiplier a gauche par la
matrice [, + (A — 1) Ej;,

e ajouter a une ligne ¢ un multiple A de la ligne 7 # 4, ce qui revient a multiplier a gauche
par la matrice I,, + AE;.

(Notez que les mémes opérations sur les colonnes sont aussi faisables, et qu’elles corres-
pondent a des multiplications par les mémes matrices, mais a droite.)

En procédant systématiquement, on peut toujours obtenir (apres un certain nombre de telles
opérations) une matrice triangulaire supérieure 7', de sorte que 1" = AIl ou IT est le produit des
matrices élémentaires correspondantes aux opérations (la matrice de la premiere opération tout a
gauche et celle de la derniere tout a droite).
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Le déterminant du produit II est facile a calculer, puisque c’est le produit des déterminants
des matrices élémentaires, et que

det(P,) =¢e(o), det(l,+(A—1)E;)=A#0, det(l,+AE;;) =1sii#j.
De plus, cela implique det(IT) # 0. On a donc

_det(T)

~ det(IT)’

et le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses entrées diagonales.
Numériquement, cette méthode est la plus efficace, sauf dans des cas de matrices “clair-

semées” (“sparse” en anglais) qui ont beaucoup d’entrées nulles. En effet, on vérifie que le

nombre d’opérations est O(n?) ol n est la taille de la matrice, alors qu’un calcul naif utilisant la

formule de la définition se fait en O(n!) = O(e™°8() opérations.

det(A)

3.5.7 Matrices triangulaires par blocs

Définition 3.5.9. Une matrice A € M, (K) est triangulaire supérieure par blocs si il existe
s e Netky, ..., ks € N*tels que k1 + - - - + ks = n et que A soit de la forme :

All A12 AIS Als
A22 A23 A2s

A= 0 | 0 |As| | Az |, (3.2)
010710/ ]As

out la matrice en position i, j est une matrice de taille k; X k;.
On observe que les matrices A;; € My, (K) sont carrées.

Proposition 3.5.10. Soit A € M,,(K) une matrice triangulaire par bloc de la forme , alors
det(A) = det(Ay) det(Ag) ... det(Ay) = [ det(A;).
i=1

Quand les blocs sont de taille 1, on retrouve la formule bien connue pour les matrices tri-
angulaires supérieures. Bien sir, la proposition est aussi valide pour les matrices triangulaire
inférieures par blocs.

Lemme 3.5.11. Soit B € My, (K) et ky + ko = n, alors
Bl 0\ I, | 0
det (T‘K) =det(B) et det ( 0 TE ) = det(B).
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Démonstration du Lemme[3.5. 111 On montre la premiére égalité, la seconde est similaire. On
utilise la formule de la déﬁnition On note a;; les entrées de la matrice, avec a;; = b;; pour
1,7 < ki,a; = 1pourk; +1 <7 <neta;; =0 sinon.

On observe que si une permutation o € S, satisfait o (i) = ¢ pour tout k; + 1 < i < n, alors
elle correspond bijectivement a une permutation de Sy, et a,(;); = 1 pour tout ky +1 < i < n,
donc (o) [T, aoi = £(0) TTi24 ogiyi

D’autre part si une telle permutation ne satisfait pas cette condition, alors il existe k1 + 1 <
i < ntel que o(i) # 4, donc a,(;); = 0. Ainsi

det (%‘%) => 5(0)12[@0(1») P Hb = det(B).

0ESH i=1 o€Sk,

]

Démonstration de la Proposition[3.5.10} Par une récurrence immédiate sur s, il suffit de traiter
le cas s = 2. Pour cela, on utilise la méthode du pivot de Gauss. On sait qu’alors det(A) = SEEEQ
ou IT est entierement déterminée par les opérations sur les lignes, et 7' est la matrice triangulaire
supérieure obtenue a 1’issue de 1’algorithme.

La forme triangulaire par blocs nous assure que si 1 < ¢ < by etk +1 < j < n, alors
aucune opération (de permutations ou de mulitplications par des matrices de transvections) n’est

effectuée entre les lignes L; et L;. Il s’ensuit que II est diagonale par bloc de la forme

I, | 0
H_(O Hg)

avec II; € My, (K) qui encode les opérations sur les lignes 1 a k;, qui correspondent aux
opérations du pivot de Gauss sur Ay et [Iy € My, (K) qui encode les opérations sur les lignes
k1 + 1 a n, correspondants au pivot de Gauss sur A,,. On a donc

det(IT) = det ( 1_([)1 IO ) det ( Igl 1_? ) = det(Il;) det(Il;) d’apres le Lemme[3.5.11]
ko 2

D’autre part, 7' est triangulaire par blocs

(i)

ou T; résulte du pivot de Gauss appliqué a A;;. De plus det(7) = det(T7) det(T,) puisque
ces trois matrices sont triangulaires (pas seulement par blocs) donc leurs déterminants sont les
produits des entrées diagonales. On conclut que

det(T")  det(Ty)det(T5)
det(IT)  det(IT;) det(Il)

det(A) = = det(All) det(Agz).
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3.5.8 Développement par rapport a une ligne ou une colonne

Définition 3.5.12. Soit A = (aij)1<ij<n € M, (K) une matrice de taille n x n. Pour tout 1 <
1,7 < n, on note

AY = (ag)spirzg € M1 (K)
la matrice de taille (n — 1) x (n — 1) obtenue en effacant la ligne i et la colonne j de A. Le 1™
cofacteur de A est le coefficient

ELZ'J' = (-1)i+j det(A”)
1 -1 0

Exemple 3.5.13. SoitA=12 1 —3 |, alors A% = (é _1 ) etdoy = —1. Plus généralement,
0 1 4

la comatrice de A (voir Définition [3.5.13) est

) 7T -8 2

A=1[4 4 -1

3 3 3
Proposition 3.5.14. Soit A € M,,(K)
(a) Développement par rapport a une ligne : V1 < <n
det(A) = Z aij(_l)z‘—&-j det(Aij) = Z aijdij.
j=1 Jj=1

(b) Développement par rapport a une colonne : V1 < j <n

i=1

i=1

3

Cette proposition est tres utile pour calculer le déterminant d’une matrice ayant une ligne ou
une colonne avec beaucoup de zéros.

Démonstration. On prouve la formule de développement par rapport a une colonne (b). Le
développement par rapport a une ligne est similaire.

det(A) = det(C’l, R ,Cj, ey Cn)
= (—1)j_1 det(C’j, Cl, e )Cj—17 Cj+1, cv ey Cn)
obtenu en permutant les colonnes par (1 2. .. j)

= (—1)j_1 det (Z Q€4 01, ceey éj, ey Cn)

i=1
ol la notation C; signifie qu’on a retiré la colonne C;

= (1)t Z a;jdet(e;, C, . .. ,C’j, ..., Cy) par linéarité.

i=1
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Or on peut écrire la matrice :
0 L]
(e,,Ch,...,Cy, ..., Cp) = 1 LZ
0 L)
ou Lf est la ligne i de la matrice A a laquelle on a retiré la j°™ entrée (situ’ee sur la colonne

C}). En appliquant la permutation (1 2. ..4) de signature (—1)*~* aux lignes de cette matrice, on
obtient :

0 I L L
. 0 L]
det 1 LJ = (—1)""det E A = (—1)""det 1 LZ ou la ligne avec les chapeaux a été retirée.
- 0 L 0 A%
0 Li o
0 L]

n

La formule de calcul du déterminant des matrices triangulaires par blocs de la Proposition|3.5.10
assure que

1 L
det (0 A"J) = det(1) det(AY) = det(AY).

On obtient bien au total :

n

det(A) = (~1) 1S ay(— 1) det(A7) = 3 ay;(— 1) det(A%).

=1 =1

3.5.9 Comatrice et formule de Cramer
Définition 3.5.15. Soir A € M,,(K). La comatrice de A est la matrice de taille n x n
A= (@)1<i52n € Ma(K),
o a; j = (—1)" det(AY) sont les cofacteurs de A.
Proposition 3.5.16. Soir A € M, (K), et A = ((—1)*J det(A7)), ., i<, sa comatrice. On a
AA = A'A = det(A)I,.

On déduit immédiatement le
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Corollaire 3.5.17. Si A € GL,(K), alors

1 At

-1 _
A= det(A)

Cette formule élégante peut €tre utilisée explicitement pour les matrices 2 X 2 ou 3 X 3,
mais pour des matrices plus grandes, elle n’est pas pratique calculatoirement. Par contre, elle
est tres utile d’un point de vue théorique, par exemple, comme le déterminant est une fonction
polynomiale des entrées de la matrice (polyndme en n? variables), le corollaire assure que
I’application A — A~! qui a une matrice associe son inverse est une application continue de
GL,(C) dans lui-méme.

Démonstration de la Proposition Soit M := AA* = (m;)1<i j<n. Pour obtenir AA* =
det(A)I,, il s’agit de montrer que m;; = det(A)d;;. (L’autre produit s’obtient par un calcul
similaire.) On note a;; les entrées de A et @;; = aj; les entrées de A’. Par définition du produit

matriciel, on a
n n
~/ ~
mij = E AikQy; = E Ak k-
k=1 k=1

Lorsque i = j, la somme précédente vaut det(A) d’aprés la Proposition [3.5.14] Reste a montrer
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qu’elle vaut zéro lorsque ¢ # j. Pour cela, on adapte la preuve de la Proposition 3.5.14

n n
Z aik&jk = Z aik(—l)Hk det(AJk)
k=1 k=1

213
a1k

_1)itk L
(—1)"" det i

n

B
Il
—

3

(=1 det |

i
I

an1

= (=17 'det | .

an1
L
Ly

= (—1)7"*det =0

o

J

Ly

Ak

.0 Ak

a1k

ik
a1k

ajk

Ank

comme déterminant d’une matrice triangulaire par blocs,

Qin

A1n

Ajn

a’TL'f’L

A1n

. en permutant les colonnes selon (12...

par linéarité en la premiere ligne,

car la matrice possede deux lignes identiques.

]

Corollaire 3.5.18. Soit A € GL,(K) et b € K" Alors il existe un unique vecteur r € K"

tel que Ax = b. De plus, si on note A = (C; ...
(Cy...Ci1 b Ciyq ... Cy) obtenue en remplacant la

alors

x

ethb=

xIr; =

55

C,,) donnée par ses colonnes, A,; =

jieme colonne de A par b et

by

bn

. det (A[m)
det(A) ’



Demonstratzon Comme A est inversible, un tel x existe bien, est unique et vaut z = A~'b =

det(A

déduit I’expression suivante

1 _Atp @’ apres la Proposition [3.5.17, Par produit entre une matrice et un vecteur colonne, on

n n n

1 , 1 1 L y
i = a;:b; = ——— a;ib; = ——— —1)" det(A”)b;
" o) 2 = o) 2 M = eny 25T (4
1 n
det( A) Z det(C1...Ci e;j Ciz1... Cn)bj par développement par rapport a la colonne ¢
b1
det(Abl)
= det | Cy...Ci Gy O | = ——
det(4) | 1 A det(A)
On fera bien attention que ¢ désigne ici des colonnes et j des lignes. ]
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Chapitre 4
L’algebre des polynomes K| X |

Chacun sait qu’un polyndme est une expression de la forme

n

Zaka:(10+CL1X+CL2X2+"'+Gan7 (41)
k=0

oun € Netles a; sont des “nombres”. De plus, des polyndmes peuvent s’additionner :

max(n,m)

da X+ n X = Y (ak + b)) X"
k=0 k=0 k=0

ou I’on convient que ay = 0si k > netb, = 0si k > m. Des polyndmes peuvent aussi se
multiplier par un “nombre” A comme suit :

k=0 k=0

et se multiplier entre eux comme suit :

n m n+m
(Z aka> X (Z ka’€> =) aXxt,
=0 k=0 k=0

ou Cr = Z?:O aibk_i = aobk + albk—l + -+ akbo = Zz’—&—j:k aibj.

Exercice 28. Développer complétement le produit (ag+a; X +as X2 +a3X?)(bo+b1 X + b X2+
b3 X3 + by X*) pour retrouver les formules des coefficients cy.

On vérifie sans difficulté majeure (c’est juste un exercice quelque peu fastidieux) que ces
trois opérations donnent a 1’ensemble des polyndomes une structure de K-algebre dés que 1’on
s’assure que les “nombres” a;, b; appartiennent a un corps K fixé.

On a donc envie de définir la K-algébre des polyndmes sur K, que 1’on notera K[ X |, comme
I’ensemble des expressions de la forme muni de ces 3 opérations. Si c’est certes comme
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cela qu’il faut y penser, il ne s’agit pas d’une définition rigoureuse, puisque nous n’avons pas
expliqué ce qu’est “I’indéterminée” X.

On peut penser que X est une variable et que les polyndmes sont des fonctions de cette
variable. Se pose alors la question de savoir a quel espace X cette variable appartient-elle ? On
peut proposer le choix naturel X = K, cela fonctionnerait avec R ou C mais pas avec n’importe
quel corps. En fait, il s’avere préferable de distinguer un polyndme de sa fonction polyndmiale
naturellement associée.

4.1 Définition de I’algebre K| X|

Soit K un corps (dans les exercices, on supposera K = R ou C, rarement Q). On note P
I’ensemble des suites a = (ax)ren telles que

(a) Vk € N, a; € K, c’est-a-dire que la suite a est a valeurs dans K,

(b) dn € N,Vk > n,a; = 0, c’est-a-dire que la suite a est stationnaire de limite nulle (ici n
dépend de a).

On munit I’espace P d’une opération d’addition terme a terme
+: PxP — P
((ak)ken, (br)ren) = (ar + bi)ken
d’une loi externe de produit par des scalaires (éléments de K) terme a terme
K x P — P
(A, (ar)ren) = (Aag)ken
et d’une opération de multiplication pas du tout terme a terme !

X P xP — P
((ar)ken, (bk)ken) = (Cr)ren

k
Vk € N, Cp = Z a;b—; = aoby, + aibp_1 + -+ apbg = Z Clibj.

i=0 i+j=k
Proposition 4.1.1. (P, +, X, -) est une K-algébre commutative.

Démonstration. La preuve est laissée en exercice. On observera que le neutre additif est la suite
nulle 0 = (0,0,0,...) tandis que le neutre multiplicatif est la suite 1 = (1,0,0,0,...). O

A ce stade, on “sent” bien la proximité entre les opérations des expressions polyndmiales et
la K-algebre P. La proposition suivante et sa preuve font le lien entre les deux.
On choisit de noter X la suite X = (0,1,0,0,...). On calcule alors par récurrence

X?=XxX=1(0,0,1,0,0,...)etVn e N X" =X x --- x X = (0,...,0,1,0,0,...)

n n

ol par convention X =1 = (1,0,0,...).
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Proposition 4.1.2. La famille (X™),cn est une base de la K-algébre P en tant qu’espace vecto-
riel.

Démonstration. Pour toute suite a = (ay)xen dont tous les termes sont nuls au-dela du rang n :

(akz>keN = (ao,a17a2,a3,-~)
= ao(l,O,O,...)+a1(0,1,0,0,...)+a2(0,0,1,0,0,...)+---—|—an(0,...,0,1,0,0,...
N——

n
n

= ag+ X +aX’+ - Fa, X" = Zaka.
k=0

Donc la famille est génératrice. Elle est également libre par unicité des coefficients, qui pro-
viennent directement des valeurs de la suite a = (ay)gen. Ainsi (X"),en est bien une base de
I’espace vectoriel P. O]

La preuve précédente a fait réapparaitre les expression polyndmiales, donc on pourrait craindre
de “tourner en rond”. Ce n’est pas le cas, car ici X est bien défini : ¢’est la suite (0,1,0,0...).

Définition 4.1.3. Une K-algeébre A telle qu’il existe X dans A de sorte que la famille (X™),en
soit une base de A est appelée algebre des polynomes sur K.

Ici, la puissance X" est la multiplication dans .4 de n facteurs X.
Proposition 4.1.4. Deux algébres des polynomes sur K sont isomorphes en tant que K-algéebre.

On renvoie aux semestres ultérieurs du cursus pour une définition précise de la notion d’iso-
morphisme d’algebres. La proposition assure essentiellement que le choix de noter “I’indeter-
minée” X ou X’ ouY ou Z ou7T ouméme (0,1,0,0,...)n’apas d’importance. L’algebre obte-
nue est “la méme” pourvu que la suite de ses puissances soit une base. On peut donc considérer
qu’il y a une seule algebre des polyndmes K[X].

La base (X™),en est dite base canonique de la K-algébre K[X].

La construction de P a eu pour seule utilité de nous garantir I’existence de cette algebre. Cette
preuve d’existence peut sembler incongrue. Elle I’est moins si on pense a la question de 1’exis-
tence du nombre imaginaire ¢ et plus généralement de I’ensemble C des nombres complexes,
qui a dérouté les mathématiciens pendant plusieurs siecles. Aujourd’hui, les mathématiciens
définissent le corps C comme la R-algebre quotient R[X]/(X? + 1) (cf cours de L3 et M1).

Noter aussi que si I’on supprime la condition (b) de stationnarité dans la définition de la K-
algebre P, on obtient alors la K-algebre des séries formelles que 1’on retrouvera lors de 1’étude
des séries entieres au S4.

4.2 Degré d’un polynome

Définition 4.2.1. Soit P = >, _, a;, X* € K[X] un polynéme.
(a) SiVk € N a, =0, alors P = 0 est appelé polynome nul. Par convention, deg(0) = —oc.
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(b) Si P # 0, on définit son degré comme
deg(P) = max{k € N|ay # 0}.

Notons que le maximum existe bien vu que [’ensemble est fini et non vide. Le coefficient
aq on d = deg(P) est appelé coefficient dominant de P. Si a; = 1, on dit que P est un
polynéme unitaire.

Proposition 4.2.2. On a VP, Q) € K[X],
(a) deg(PQ) = deg(P) + deg(Q),
(b) deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)),
(c) si deg(P) # deg(Q), alors deg(P + Q) = max(deg(P), deg(Q)).

Démonstration. Les points (b) et (c) sont évidents. Pour prouver (a), on traite d’abord le cas ou
P ou @ est nul, alors PQ) = 0 et la formule est valide. Supposons maintenant P # 0 et () # 0.
On montre 1’égalité par récurrence sur n = deg(P) + deg(Q).

On énonce précisement 1’hypothese de récurrence au rang n.

(HR,) VP, Q € K[X], si deg(P) + deg(Q) = n, alors deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

(HRy) est vraie car si n = deg(P) + deg(Q) = 0 alors P et () sont tous deux des constantes
non-nulles. Leur produit aussi, donc deg(PQ) =0 =0+ 0 = deg(P) + deg(Q).

Supposons avoir démontré (HRy) pour tout £ < n. Déduisons-en (HR,;1). On note P =
ag, XU + Py et P = bg, X% + P, ot deg(P;) < dy = deg(P) et deg(P,) < dy = deg(Q). On
développe le produit comme suit :

PQ = (ag, X" + P)(bg, X% + P)) = ag,bg, XU 4 by, X2 P, + g, X P, + PP, .

TV
deg<n

Le terme sur I’accolade a degré < n d’apres I’hypothese de récurrence utilisée pour les couples
de polyndmes (bg, X% Py), (ag, X4, P,), (P1, P,) dont les sommes de degrés sont toutes < n et
la proposition (b), et donc deg(PQ) = n = d + p = deg(P) + deg(Q) par (c). ]

On dit qu’on fait une récurrence forte si on suppose connues toutes les (HRy) pour k& < n
afin de montrer (HR,, ;). Toutefois la différence entre récurrence forte et récurrence usuelle est
minime, car une récurrence forte pour I’énoncé (H R,,) ne differe pas d’une récurrence usuelle
pour I’énoncé

(HR)) : Vk < n, (HRy)estvraie.

Corollaire 4.2.3. Soit P, € K[X]. Si PQ =0, alors P =0 ou Q = 0.

On dit que I’anneau K[X| est integre.

Exercice 29. Montrer que si n > 2, I'anneau M,,(C) n’est pas intégre, ¢’est-a-dire qu’il existe
P,Q € M, (C) tous deux non-nuls tels que PQ) = 0.

Exercice 30. Montrer que les seuls éléments inversibles pour le produit de 1’anneau K[.X] sont
les polynomes de degré 0, c’est-a-dire les constantes non-nulles.
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Définition 4.2.4. On note K,,[X| ’ensemble des polynomes de degré < n.

D’apres la Proposition (b), K, [X] est un sous-espace vectoriel de K[X]. De plus, la
famille (1, X, X2, ..., X™) en est une base (exercice), donc dim(K,[X]) = n + 1.

Pour n > 1, on observe que K, [X] n’est pas une sous-algebre de K[X] car cet ensemble
n’est pas stable par produit (en effet, X" X" = X" ¢ K, [X)).

4.3 Arithmétique de K| X]|

4.3.1 Division euclidienne

L’ outil principal de I’arithmétique de K[X] est la division euclidienne :

Théoreme 4.3.1. Soit A, B € K[X] avec B # 0. Alors il existe un unique couple (Q, R) dans
K[X]? tel que
A= BQ+ Ret deg(R) < deg(B).

On appelle @ le quotient et R le reste de la division euclidienne de A par B.

Démonstration. On montre d’abord 1’unicité. Supposons que A = BQ1+ R et A = BQ>+ Ry
avec deg(R;) < deg(B). On aurait alors BQ, + Ry = BQs + Ry, d’ou

B(Q1 — Q2) = Ry — Ry.

On en déduit que Ry — Ry est un multiple de B de degré < deg(B). D’apres la Proposition
cela force Ry — Ry = 0, donc Ry = R;.

Il vient alors B(Q; — @2) = 0, et comme I’anneau K[X| est integre, on déduit que B = 0,
cas exclu par hypothese, ou que )1 — ()2 = 0, donc Q)1 = Qs.
Reste a voir ’existence. Si deg(B) = 0, alors B = A est un polyndme constant et (), R) =
0) convient. Supposons donc deg(B) > 1.
On procede par récurrence sur n = deg(A). On énonce 1’hypothese de récurrence :

(HR,)VA € K[X], si deg(A) < n, alors 3Q, R € K[X],A = BQ + Ret deg(R) < deg(B).

(5

Pour initialiser, on observe que si n < deg(B), alors (@, R) = (0, A) convient. D’out (HRy).
Supposons maintenant n > deg(B) = m, et supposons (HR,,_;). Déduisons-en (HR,). Il
suffit clairement de traiter le cas ot deg(A) = n. On note a,, le coefficient dominant de A et b,,
celui de B. On pose
B
b
Comme le polyndome X ”*m% est unitaire de degré n = deg(A), on déduit que deg(C) < n— 1.
On peut donc appliquer I’hypotheése de récurrence a la division euclidienne de C' par B. On
obtient C' = BQ; + R; avec deg(R;) < deg(B). L’équation (4.2)) donne

C=A—-a,X"™ 4.2)

A=B(Q, + Z—”X”—m) YR,

m

qui fournit le résultat avec @ = Q1 + = X" et R = R;. H
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La preuve fournit un algorithme effectif permettant d’effectuer les divisions euclidiennes.

Exercice 31. Effectuer la division euclidienne de A = 3X°+2X*— X?+1par B = X3+ X?+2.
(Ontrouve Q =3X? — X +1letR=—-8X%2+2X —1)

4.3.2 Divisibilité et PGCD

Définition 4.3.2. Soit A, B € K[X], on dit que B divise A si il existe () dans K[X] tel que
A = BQ. On dit aussi que A est un multiple de B.

I1 est évident que B divise A si et seulement si le reste de la division euclidienne de A par B
est nul.
Exemples 43.3. (a) X — 1divise X? —3X +2= (X —1)(X —2).
(b) Si X € K\ {0}, alors AA divise A. En effet, on pose Q = ; € K[X].
(c) SiA €K\ {0}, alors X divise A. En effet, on pose Q = 1A € K[X].
Les diviseurs de type (b) et (c) ci-dessus sont dits triviaux.
Exercice 32. Soient P, Q, R € K[X]. Montrer que si P divise @) et ) divise R, alors P divise R.
Théoreme 4.3.4. Soit A, B € K[X]. Il existe un unique polynome D € K[X| unitaire tel que

pour tout P € K[X], P divise A et B si et seulement si P divise D.
De plus, il existe S, T € K[X] tels que

D=SA+TB. 4.3)

Le polynéme D est appelé plus grand diviseur commun de A et B, noté D = pged(A, B).
L égalité (4.3) est appelée identité de Bézout. Noter que S et 7" ne sont pas uniques.
On rappelle quelques propriétés du PGCD qui seront utiles dans la démonstration du théoreme.

Propriétés 4.3.5. VA, B € K[X], ona
(a) VP,Q1,Qs € K[X], si P divise A et B, alors P divise AQ, + BQs,

(b) ngd(A7 O) = c()eﬁdfm.(z‘l)’

(c) YA, € K\ {0}, pged(AA, uB) = pged(A, B).

(d) ¥Q € K[X], pged(AQ, BQ) = pged(A, B) ooy

Démonstration. 11 s’agit d’un exercice. On pourra s’inspirer de 1’arithmétique de Z. ]

Démonstration du Théoréeme On montre d’abord I'unicité. Si D; et D, ont tous deux cette
propriété, alors VP € K[X], P divise D; si et seulement si P divise Ds. On en déduit que
D, divise D,, donc que deg(D;) < deg(D,), et symétriquement que D, divise Dy, donc que
deg(Dsy) < deg(Dy). Ainsi deg(D;) = deg(Ds). Or les seuls diviseurs de D; de méme degré
sont les multiples de D, par un facteur scalaire. L’égalité )y = D, découle alors du caractere
unitaire.

Reste a prouver I’existence. On procede par récurrence sur m = deg(B).
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On énonce précisement 1’hypothese de récurrence au rang m : (HR,,) VA € K[X],VB €
K,»[X], il existe D € K[X] tel que tout polyndme P divise A et B si et seulement si P divise D.
De plus, il existe S, T € K[X] tels que D = SA + TB.

Initialisation : pour m = —oo, alors B = 0. Comme tout polyndome P divise le polyndme
nul (car P x 0 = 0), on déduit qu’un polynome P divise A et 0 si et seulement si P divise A.
Le théoreme est vrai avec D égal a I'unitarisé de A (c’est-a-dire A divisé par son coefficient
dominant), S' le polyndme constant égal a I’inverse du coefficient dominant de A et 7' n’importe
quel élément de K[X]. On a montré (HR_ )

Hérédité : supposons (HR,,,—1) et déduisons-en (HR,,,). On peut supposer deg(B) = m.

On effectue la division euclidienne de A par B. On obtient (), R tels que A = BQ + R et
deg(R) < deg(B). On vérifie qu’un polyndme P divise A et B si et seulement si il divise B et
R.

En effet, si P divise A et B, alors P divise B et aussi A — BQ) = R. Réciproquement, si P
divise B et R, alors P divise B et aussi A = BQ + R.

On utilise alors I’hypothese de récurrence (HR,,—1) pour B et R (c’est possible car deg(R) <
m — 1). On déduit qu’il existe un unique polyndme unitaire D tel que P divise B et R si et
seulement si P divise D. Cela prouve la premiere partie.

De plus notre hypothése de récurrence fournit une identité de Bézout, soit 77, S; € K[X] tels
que

D = SiB+T\R
= S1B+Ti(A—- BQ)
= (5 -TQ)B+ T1 A.
Cela prouve @.3) avec S =Ty et T = S, — T1Q. L]

La preuve fournit un algorithme effectif (appelé algorithme d’Euclide) permettant de calculer
D et d’obtenir une identité de Bézout.

Exercice 33. Soit A = X% —2X3 +3X? —5X —2et B = X3 — X? — X — 2. Déterminer
D = PGCD(A, B) ainsi qu’une identité de Bézout.
On suit I’algorithme d’Euclide de la preuve du Théoreme Pour cela, on effectue les
divisions euclidiennes successives
A = BQi+ R
B = RiQ:+ Ry
Ry = Ry(Q,+ Rsetc.
L’ unitarisé du premier reste non-nul fournit le PGCD, et on “remonte” les équations pour obtenir
une égalité de Bézout. On obtient ici

Rs
(A B) — =X -2
pged(4, B) coeff.dom.(R3)
3 1
S — ——X - =
7 7
7 T
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4.3.3 Le point de vue ““idéal”

Définition 4.3.6. Soit (A, +, X) un anneau commutatif. On dit qu’une partie I C A non-vide est
un idéal de A si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(a) Ya,b € I,a+b € [ et —a € I (c’est-a-dire que I est un sous-groupe du groupe additif
(4, +),

(b) Ya € I,¥b € A ab € I (on dit parfois que les idéaux sont “fortement stables” par
produits).

Exemples 4.3.7.  (a) Siay € A, on vérifie que la partie agA = {aob|b € A} est un idéal de A
(exercice). Un tel idéal est appelé idéal principal. On dit que aq est un générateur de cet
idéal.

(b) Siag,a; € A, lapartie agA + a1 A = {aoghy + a1b1]b; € A} est un idéal (exercice).

Définition 4.3.8. Un anneau principal est un anneau pour lequel tous les idéaux sont des idéaux
principaux.

On verra dans le cours d’arithmétique que 1’anneau Z est principal.

Proposition 4.3.9. L’anneau K[ X]| est un anneau principal, c¢’est-a-dire que si I est un idéal de
K[X], alors il existe Py € K[X] tel que I = P K[X] = {FPQ|Q € K[X]}.

On verra en L3 qu’il existe des anneaux non-principaux. C’est le cas par exemple de 1’anneau
Z[X] des polyndmes a coefficients entiers, ot 1’idéal 2Z[ X | + XZ[X] n’est pas principal.

Démonstration. Laissée en exercice (cf TD). On pourra considérer F un élément de / non-nul
de degré minimal. L

La proposition assure que pour tout A, B dans K[X], I'idéal AK[X] + BK[X] est un
idéal principal, donc de la forme PyK[X].

Proposition 4.3.10. L’unique polynéme unitaire Py € K[X] tel que
AK[X] + BK[X] = P K[X]
est le PGCD de A et B, soit Py = pgcd(A, B).

On peut donc définir le PGCD de A et B comme le générateur unitaire de I'idéal AK[X] +
BK[X]. Il s’agit d’une reformulation de la notion de PGCD. Avant de la vérifier, on reformule
la divisibilité en termes d’inclusion d’idéaux.

Lemme 4.3.11. Soit P, () € K[X], alors P divise Q) si et seulement si QK[X] C PK[X].
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Démonstration. Si QK[X] C PK[X], alors en particulier ) € PK[X], donc il existe 7" tel que
(QQ = PT, donc P divise ().
Réciproquement, si P divise (), il existe 7" tel que () = PT donc

QK[X] = {QS|S € K[X]}
— {PTS|S € K[X]}
c {PS'|S' € K[X]} = PK[X].

]

Démonstration de la Propositiond.3.10] D’apres le Théoreme [4.3.4] il s’agit de montrer qu’un
polyndme P divise A et B si et seulement si P divise Fj.
Si P divise A et B, alors le lemme précédent assure que AK[X]| C PK[X] et BK[X] C
PK[X]. Il s’ensuit que AK[X] + BK[X] = PK[X] C PK[X], donc que P divise F.
Réciproquement si P divise Py, alors P)K[X] = AK[X] + BK[X] C PK[X]. A fortiori
AK[X] C PK[X] et BK[X] C PK[X] donc P divise A et B. O

Exercice 34. Soit A, B € K[X].

(a) Montrer qu’il existe un unique polyndme unitaire M tel que pour tout polyndme P on ait
A et B divisent P si et seulement si M divise P.
Indication : on pourra considérer les idéaux AK[X| et BK[X].
Ce polynome M est appelé plus petit multiple commun de A et B, noté ppcm(A, B).

(b) On suppose A et B unitaires, montrer que

pged(A, B)ppem(A, B) = AB.

4.3.4 Factorisation

Définition 4.3.12. Un polynéme P € K[X| est irréductible si il admet exactement deux diviseurs
unitaires.

Le polyndme nul admet une infinité de diviseurs unitaires, donc n’est pas irréductible. Les
polyndmes de degré 0 n’admettent qu’un diviseur unitaire, donc ne sont pas irréductibles. Tout
autre polyndme admet au moins deux diviseurs unitaires : 1 et son unitarisé.

Exemples 4.3.13.  (a) Les polyndmes du premier degré sont irréductibles. Les deux seuls divi-
seurs unitaires de ag + a;.X sont 1 et Z—? + X.

(b) Le polyndome X? + 1 est irréductible dans R[X]. En effet, s’il avait un autre diviseur
unitaire, celui-ce serait de degré 1, et on aurait nécessairement X2 + 1 = (X + a)(X +b)
(vérifiez-le !), mais alors en remplacant X par —a on aurait 0 < (—a)? + 1 = (—a +
a)(—a + b) = 0 ce qui est absurde.

(c) Le polyndme X2 + 1 n’est pas irréductible dans C[X], en effet X? +1 = (X —4)(X +1).
Il a 4 diviseurs unitaires : 1, X2 4+ 1, X — 4, X + 4.
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(d) Le polyndme X? — 2 est irréductible dans Q[X], mais pas dans R[X] car X? — 2 =
(X = V2)(X +V2).
Exercice 35. Soient P, () € K[X]. On suppose que P divise () et deg(P) = deg((Q)). Montrer
qu’il existe A € K\ {0} tel que P = Q.

On note que I'irréductibilité dépend de 1’algebre K[X], pas seulement du polynéme P. Tout
polyndme se décompose en produit de facteurs irréductibles :

Théoreme 4.3.14. Soit A € K[X|. On suppose A # 0. Alors

(a) il existe des polyndémes irréductibles unitaires P; € K[X] de sorte que
A= I_, P,

o \ est le coefficient dominant de A.

(b) De plus cette décomposition est unique a l’ordre des facteurs pres. C’est-a-dire que si
A = plli_,Qj, alors \ = p, v = s et il existe une application ¢ : {1,...,r} —{1,... s}
bijective telle que Vi € {1,...,r}, P; = Qu).

Les polyndmes irréductibles jouent dans K[X | le réle des nombres premiers dans I’anneau Z.

On écrira parfois cette décomposition sous la forme A = A1 P ot o; > 1 et les P; sont
deux a deux distincts. Il suffit de regrouper les facteurs identiques.

Un anneau integre possedant une telle décomposition est dit factoriel. En fait, tout anneau
principal est factoriel (I’étudiant.e interessé.e par cette assertion vérifiera que nous n’utilisons
aucune spécificité de K[X| pour établir le Théoréme de décomposition en irréductibles).
L’anneau Z| X | aussi est factoriel, bien qu’il ne soit pas principal.

Lemme 4.3.15. Soit A € K[X| de degré > 1. Alors il existe P irréductible unitaire non-constant
divisant A.

Démonstration. Soit E = {deg(Q)|Q unitaire divise A et deg(Q)) > 1}. Cette partie de N est
non-vide car elle contient deg(A). Soit m son minimum et P un polynome de E de degré m > 1.
Si P n’était pas irréductible, on aurait P = UV avec m > deg(U) > 1 oum > deg(V) > 1, ce
qui contredirait la minimalité de m. ]

Démonstration de I’existence (a) dans le Théoréme On procede par récurrence sur le degré
de A. C’est trivial si deg(A) = 0. Supposons que la factorisation existe pour des polyndmes
de degré < n — 1 et supposons que deg(A) = n. Le Lemme assure 1’existence de P,
irréductible unitaire non-constant divisant A, d’ou A = P} A;. L’hypothese de récurrence s’ ap-
plique a A; pour fournir A; = A\II}_, P;. ]

Lemme 4.3.16 (Lemme de Gauss). Soit A, B,C € K[X]. Si A divise BC et pgcd(A,C) = 1,
alors A divise B.

Démonstration. D’apres Bézout il existe S, 7 dans K[X] tels que 1 = SA 4+ TC. Alors B =
SAB + TCB. On observe que A divise SAB et que A divise TC'B (car divise BC'), donc A
divise leur somme SAB +TCB = B. O
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Exercice 36. Soit P € K[X]| un polyndome irréductible unitaire. Soient Ay, ..., A, € K[X].

1 si P ne divise pas Ay,
P si P divise A;.

(i1) En déduire que si P divise A; ... A,, alors il existe i tel que P divise A;.

(i) Montrer que pged(A;, P) = {

Démonstration de ["unicité (b) dans le Théoreme On se contente d’esquisser la preuve.
L’étudiant.e est invité.e a écrire une démonstration rigoureuse par récurrence sur le degré de A.
L’exercice précédent montre que P, divise I'un des facteurs ();. Les deux étant irréductibles,
on obtient P, = ();. On simplifie I’égalité par ces deux facteurs, et on a ramené le probléme a
des polyndmes de degré moindre. O]

Corollaire 4.3.17. Soit A, B € K[X] tous deux non-nuls. Soient Py, ..., P, les polynomes
irréductibles unitaires divisant A ou B. On peut alors écrire A = M1 P’ et B = uH?Zle ’
ou )\ € Keta;, 5; € N. Alors

pgcd(A, B) =TI, pimin(ai,ﬂi).

Démonstration. Soit D = II"_, P™™®%) 0On a D divise A et B (donc si P divise D, il divise
aussi A et B).

D’autre part, si P divise A et B, tout facteur irréductible de P est nécessairement parmi les
P; pour 1 < ¢ < n. On peut donc écrire P = yH?:le. Comme P divise A, on a pour tout 7,
v < ;. De méme, comme P divise B, on a pour tout ¢, ; < [3;. On déduit que P divise D. [

Exercice 37. Donner une expression similaire pour le PPCM de A et B. En déduire que si A et
B sont unitaires, alors pged(A, B)ppem(A, B) = AB.

4.4 Racines des polynomes

4.4.1 Application polynomiale associée et racines

Définition 4.4.1. Pour P = ", _, ax X" un polynéme de K[X|, on définit son application poly-
nomiale associée comme [’application :

Proposition 4.4.2. L’application

7 KX - F(K,K)
P — P

est un morphisme de K-algébres. C’est-a-dire que c’est une application linéaire du K-espace

vectoriel K[X] vers le K-espace vectoriel F(K,K) telle que VP,Q € K[X], PQ = PQ et
1=1
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Noter que dans la derniere égalité, le 1 du membre de gauche est le polyndome constant uni-
taire de K[X] alors que le 1 du membre de droite est la fonction constante Vo € K, 1(z) = 1.

Pour alléger les notations, on notera souvent aux sections suivantes P a la place de P.
Démonstration. La preuve est immédiate quand on a bien compris les définitions. ]
Définition 4.4.3. Soir P € K[X] et a € K. On dit que a est racine de P si P(a) = 0.

La proposition suivante est fondamentale. Sa preuve est tres simple.

Proposition 4.4.4. Soit P € K[X]| et a € K. Alors a est racine de P si et seulement si le
polynéome X — a divise P.

On a déja utilisé cette proposition a I’exemple #.3.13| (b).
Démonstration. Si X — a divise P, il existe Q € K[X] tel que P = (X — a)@. On a alors

Pla) = (a —a)Q(a) = 0.
Réciproquement, on effectue la division euclidienne de PP par X — a, on obtient @), R tels
que P = (X —a)Q + R avec deg(R) < deg(X — a) = 1, donc R est constant. De plus

P(a) =0= (a —a)Q(a) + R(a) = R(a). Donc R = 0. O
Corollaire 4.4.5. Soit 0 # P € K[X]|. Si deg(P) = n, alors P a au plus n racines.

Démonstration. Immédiate par récurrence sur le degré. Evident si deg(P) = 0. Si deg(P) =
n + 1, soit P n’a pas de racine et le résultat tient, soit P a une racine a, et alors P = (X — a)Q
ou deg(Q)) = n a au plus n racines par hypothése de récurrence. O

Définition 4.4.6. Soit P € K[X]|, a € Ket k € N\{0}. On dit que a est racine d’ordre au moins
k de P si le polynome (X — a)* divise P.

Il s’ensuit qu’on dit que a est racine d’ordre exactement k si (X — a)* divise P, mais (X —
a)**! ne divise pas P.
On parle aussi de la multiplicité d’une racine pour désigner son ordre.

Proposition 4.4.7. Soit P € K[X]|. On note ay,...,a, € K ses racines et my, ..., m, leurs
multiplicités. Alors my + - - - +m, < deg(P).

Démonstration. 11 suffit de remarquer que les (X — a;) sont des facteurs irréductibles de P. [

Proposition 4.4.8. Soit K un corps infini. L’application™~ : K[ X| — F(K,K) qui a tout po-
lynome P associe son application polynomiale P est injective.

Il s’ensuit que cette application réalise un isomorphisme d’algebres entre K[ X] et son image
qui est I’ensemble des applications polynomiales de K dans K.

Cette proposition assure que nous aurions pu définir les polyndmes comme des applications
polynomiales, a la condition que le corps K soit infini, ce qui n’est pas toujours le cas.
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Démonstration. Comme cette application est linéaire d’aprés la Proposition {.4.2] il suffit de
montrer que Ker(*) = {0}. Soit donc P un polynéme tel que P = 0 est la fonction nulle. Alors
tout élément a de K est une racine de P. Le corps K étant infini, P a une infinité de racines. Le
Corollaire assure que P = 0. O

Exercice 38. Soit K un corps fini. Trouver un polyndme non-nul dont I’application polynomiale
associée est nulle.

4.4.2 Polynome dérivé et formule de Taylor

Définition 4.4.9. Soit P = Y, _  ax X" € K[X] un polynéme. On définit son polynéme dérivé
comme .
P'= kay X"
k=1
On définit par induction le (k + 1) polynome dérivé P*+Y) = (PR comme le polynome
dérivé du k™ polynéme dérivé.

On note que deg(P’) = deg(P)—1dés que deg(P) > 1. Bien sir, dans le cas d’un polyndme

réel P € R[X], on retrouve la dérivation usuelle, c’est-a-dire que (P)" = (P’).

Théoréme 4.4.10 (Formule de Taylor). Soit P € C,[X] un polynéme complexe de degré < n.
Soita € C,ona

P//(a/)
2

p® (a)
n!

" pli)(g |
PZZPZ,—!()(X—CL)Z:P(a)—I—P'(a)(X—a)—I— (X —a)’+--+ (X —a)™.

Ce théoreme est énoncé dans C. Il s’ensuit qu’il est toujours valide dans les sous-corps de C
comme R et Q qui nous interessent ce semestre. Cette formule n’est pas valide dans des corps
finis. Par exemple dans Z/pZ on a p = 0, donc il n’est pas possible de diviser par p! = 0. En fait,
la bonne hypothese sur le corps K n’est pas qu’il soit infini, mais qu’il soit de caractéristique 0,
c’est-a-dire qu’il contienne QQ (on renvoie aux années ultérieures pour la définition précise de la
caractéristique d’un corps).

Démonstration. On sait que la famille {(X —a)*}7_ est une base de C,,[X]. Donc Jcy, . . ., ¢, €
K tels que P = """, ¢;(X — a)". Reste 2 identifier les coefficients ¢;.

Pour & = 0, 0n a P(a) = ¢.

Pourk =1,ona P’ =Y} kcp(X — a)*! dont le coefficient constant est P’'(a) = c;.

Pour k =2,ona P" =7 , k(k—1)ci(X — a)¥~% dont le coefficient constant est P”(a) =
202.

Pour k = 3,ona P® =37 k(k—1)(k — 2)cx(X — a)¥~2 dont le coefficient constant est
P®(a) = 3 x 2¢3 = 3les.

Par récurrence immédiate, on a Pt = Y ore ﬁck(X — a)*~* dont le coefficient constant
est P9 (a) = ilc;. O
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Corollaire 4.4.11. Soit P € C[X] et a un nombre complexe. Alors a est racine au moins k" de
P si et seulement si P(a) = P'(a) = --- = P%*~V(a) = 0.

En particulier, a est racine au moins double de P si et seulement si P(a) = P'(a) = 0.

Démonstration. Soit n = deg(P). D’apres la formule de Taylor, on a si P(a) = P'(a) = --- =
P%=1(a) = 0 alors P = S M(X —a)' = (X —a)*Q pour un certain polyndéme . Donc

N 7!
a est racine au moins k'™ de P.
Réciproquement, si P = (X — a)*Q, I'unicité des coefficients dans la base {(X — a)*}7_,

assure que P = " POW (x - a)’, donc que P(a) = P'(a) = --- = P*V(a) = 0. O

il

4.5 Décomposition dans C[X]| et R|X]

4.5.1 Décomposition dans C|X|

La propriété principale du corps C est le résultat suivant :

Théoreme 4.5.1. [Théoréme de d’Alembert-Gauss] Tout polyndme de C[X | admet au moins une
racine dans C.

On dit d’un corps K qu’il est algébriquement clos si tout polyndme de K[X | admet une racine
dans K. Le téoreme s’énonce donc aussi : C est algébriquement clos.

La connaissance de la démonstration, difficile, ne figure pas au programme de ce semestre.
Elle est donnée en section 4.7] par souci de complétude.

Corollaire 4.5.2. Les polynémes irréductibles de C[ X | sont exactement les polynomes de degré 1.

Démonstration. Onavu al’exemple[d.3.13|que les polyndmes de degré 1 sont toujours irréductibles.
Reste a voir que ce sont les seuls. Soit P un polyndme de degré > 2. D’apres le Théoreme
de d’ Alembert-Gauss, P admet une racine a, donc la Proposition 4.4.4| assure que P possede au
moins trois diviseurs unitaires : 1, X — a et I'unitarisé de P. Il n’est donc pas irréductible. [

Définition 4.5.3. Un polynome est dit scindé s’il est égal a un produit de facteurs du premier
degré.

Corollaire 4.5.4. Tout polynome de C[X] est scindé.

Démonstration. Cela découle du Théoreme [4.3.14] de décomposition en facteurs irréductibles et
du Corollaire O

La Proposition peut étre améliorée dans C[X].

Corollaire 4.5.5. Soit P € C[X]. On note ay,...,a, € C ses racines et my, ..., m, leurs
multiplicités. Alors my + - - - + m, = deg(P).
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4.5.2 Décomposition dans R|X]

La situation est un peu plus compliquée dans R[X].

Théoréme 4.5.6. Les polynémes irréductibles de R|X| sont exactement les polynémes de degré
1 et les polynémes de degré 2 a discriminant strictement négatif.

On rappelle que le discriminant du polyndme aX? + bX + c est A = b* — 4ac. On rappelle
que P = aX? + bX + ¢ € R[X] a une racine réelle si et seulement si A > 0 (et cette racine est
unique si et seulement si A = 0).

Démonstration. On sait que les polyndomes de degré 1 sont irréductibles. Un polynome du degré
2 est réductible si et seulement si il admet un diviseur de degré 1, donc une racine, c’est-a-dire si
et seulement si son discriminant est > 0.

Reste a voir que les polynomes de degré > 3 ne sont pas irréductibles. Soit P un tel po-
lynéme. S’il admet un racine réelle, alors il n’est pas irréductible. Sinon, on utilise 1’inclusion
R[X] C C[X]. On peut donc voir P comme un polyndme complexe, qui admet au moins une
racine a € C d’apres le théoréme de d’Alembert-Gauss. Par hypothese, a ¢ R. Comme les
coefficients ¢, de P sont réels, on a

0=0= P(a) = chak = Zékdk = Zc;ﬁk = P(a),
k=0 k=0 k=0

ou le surlignage désigne la conjugaison des nombres complexes. Donc @ est aussi une racine.
Les polyndmes X — a et X — a sont irréductibles et distincts dans C[X] et ils divisent tous deux
P dans C[X]. 11 s’ensuit que leur produit B = (X — a)(X —a) = X? — 2Re(a)X + |a|?, qui a
coefficients réels, divise P dans C[X].

On affirme que B divise aussi P dans R[X]. Cette affirmation fournit un diviseur strict de P,
montrant que ce dernier est réductible.

Mais il faut encore prouver I’affirmation. Pour cela, on effectue la division euclidienne de P
par B dans R[X], on obtient ), R dans R[X] tels que P = BQ + R et deg(R) < 2. Comme
R[X] C C[X], I’égalité P = BQ + R est aussi la division euclidienne de P par B dans C[X].
Or par unicité du quotient et du reste dans la division euclidienne, on déduit du fait que B divise
P dans C[X] que R = 0, et donc que P = BQ avec Q € R[X]. O

La preuve fournit une méthode pour factoriser un polynéme dans R[X] dés lors qu’on connait
sa factorisation dans C[X]. I suffit de regrouper les racines complexes par paires conjuguées,
dont les produits sont les diviseurs irréductibles de degré 2 de notre polyndme, les racines réelles
fournissant les diviseurs irréductibles de degré 1.

71



4.5.3 Factorisations explicites
Racines de 'unité
Proposition 4.5.7. Soit n > 1 entier. Dans C[X], on a

n .
n 2 A - (X — eﬁfﬂ) si n pair,
Xt—1 = Jx—ev)={ ot .
2 . . .
k=0 I1 ngl(X —en ) sinimpair.

k=—

Démonstration. On a pour tout k € 7Z,

<€i2jj”>" _ ik _ g
i2k’ 7

2km
Donc les e » sont des racines de X" — 1. De plus si k # k'modn, alors e S Letn,
i2(k—k))m

e n»  # 1puisque 0 < ‘k K ‘ < 1 donc 2E=KT - ¢27TZ.

Dans chacun des produits décrits, on fait apparaitre n racines de X" —1 deux a deux distinctes
puisque les congruences modulo n de k parcourent exactement {0, ...,n — 1}. Ce sont donc n
racines distinctes, donc les polyndomes X — e sont des facteurs irréductibles de X™ — 1 deux
a deux premiers entre eux. Il n’y en a pas d’autres car le degré de X" — 1 est n. O]

Les nombres e“n" pour k € Z sont appelés racines n*™ de I’unité. Ils dépendent de k
seulement modulo n. Il est intéressant d’observer que si I’on trace les racines de 1’unité dans
le plan complexe, elles forment les sommets d’un polygone régulier a n sommet. De plus, pour
k = 0, on obtient que 1 est une racine de 1'unité (et pour & = 7 on obtient que —1 est racine de
I’unité si et seulement si n est pair).

Corollaire 4.5.8. Soitn > 1eta € C. Si zy € C est tel que zj = 1, alors

X"—a = H(X—zoeﬂ:ﬁ)

Pour trouver une telle solution particuliere zj, il suffit de la chercher sous forme polaire
n ,infd

20 = pe'’. Bn effet, si a = poe'®, alors 28 = (pe?)" = pe™, qui est égal 2 a si et seulement si

P = pg et nf = fymod2. 11 suffit de prendre p = po et = %.

L . 2k . . N . . A
Démonstration. Les zpe » forment bien n racines deux a deux distinctes du polyndme X" — a
de degré n. ]

Corollaire 4.5.9. Soit n > 1, la décomposition de X™ — 1 en facteurs irréductibles de R[X] est
la suivante :

xn_ 1 — (X — 1)(X+1)Hk 1(X2—2008(2'”)X+1) si n pair,
(X — )2 (X2 - 2cos(Z)X + 1) si n impair.
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Démonstration. 11 suffit de regrouper les racines complexes conjuguées dans la proposition[4.5.7]
]

Exercice 39. Factoriser dans R[X] les polyndmes X°® + 8 et X7 — 2.

Supposons que nous sommes capables de factoriser dans C le polynome P € C[X]. Alors le
corollaire nous permet de factoriser le polynome P(X™) pour tout n > 1. En effet, il suffit
de factoriser X" — a pour chacune des racines a de P et de regrouper les termes.

Pour les polyndmes de degré 2, 3 et 4, on dispose de formules explicites (bien connues pour 2,
beaucoup plus compliquées et moins utiles sans ordinateur pour 3 et 4). On peut donc factoriser
dans C[X] tout polynome de la forme P(X") ou deg(P) < 4.

Par contre, il existe des polyndmes de degré 5 pour lesquels aucune formule algebrique (uti-
lisant les opérations usuelles et les racines n®™) n’existe. Ce résultat spectaculaire est dii au
mathématicien Evariste Galois (1811-1832). 11 fait I’objet du cours de master de théorie de Ga-
lois. L’idée principale est d’établir une correspondance entre les formules racines n*™, les ex-
tensions de corps, et des structures de groupes finis. C’est d’ailleurs dans les travaux de Galois
qu’apparait pour la premiere fois la notion de groupe vue au chapitre [0}

Polynomes de degré 2

On rappelle ici I’origine des formules pour les racines des polynomes de degré 2.
Soient a, b, ¢ € C. On suppose a # 0. On observe que

b\? b — 4dac b\> A
2 — —_— _— = —_— _—
aX +bX+c-a<(X+2a> e ) a<<X+2a) 4a2>

ol I’on pose A = b* — 4ac. Notez que A, ou plutdt % mesure “A quel point aX? +bX + cn’est
pas un carré de polyndme de degré 17.
On pose alors Y = X + %, et résoudre aX?+bX + ¢ = 0 équivaut a résoudre Y? — % =0,
ce que I’on peut faire grace au corollaire[4.5.8] En effet, si on note 0, et 6o = —d; les deux racines
A

de A, alors les racines de 1.z sont ‘25—(11 et g—z = _2—‘;1. On obtient

A J 6 J J
:_— _ 22 = . o
Y 4a? <Y Qa) (Y 2a> (Y 2a> <Y+ Qa) '

Il s’ensuit en revenant a la variable X que

b 01 b 01 —b—0 —b+ 4
X’4bX+c=a|(X+———)(X+—+—)=a|X - X — .
a XA e a( i 2a)( +2a+2a> “( 2a 2a
On retrouve la formule bien connue depuis la classe de seconde.

Notez que si a, b, ¢ sont réels, alors I’équation Y2 — ﬁ = 0 admet des solutions réelles si et
seulement si A > 0.
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4.6 Relations racines-coefficients d’un polynome

NB : Cette partie ne figure pas au programme de 1I’examen lors de I’année universitaire 2019-
2020.

On considere un polynéme P =3 7 ¢; X J € K[X] de degré n scindé, c’est-a-dire tel qu’il
existe x1,...,x, € Kavec

n

P = ichj = an(X — ;).
=0

i=1

En développant le produit, on obtient les relations racines-coefficients suivantes, dites aussi
relations de Viete, pour 1 < k < n:

Cn o ,
1< <t << <n

Les deux cas particulier suivants sont a connaitre. Pour k£ = 1,

n
Cp—1 o x
- — E (2
Cn i=1

cela assure que si P unitaire (¢, = 1), alors la somme des racines est I’opposé du coefficient de
Xdeg(P)—l'

Pour £ = n, on obtient que le coefficient constant est au signe pres le produit des racines :

c
(—1)"0—0 = T1T9...Tn.
n

Il faut aussi étre capable de retrouver ces formules pour de petites valeurs de 7.
Quand n = 2, onnote P = aX? + bX + ¢ = a(X — z1)(X — ). On obtient

= T+ X2

= I1%2

Qo | o

Quand n = 3,onnote P = aX?®+bX?+cX +d = a(X — x1)(X —x2)(X — x3). On obtient

= T1+T2+ T3

= 21%2 + X123 + T2Z3

Qoo

= I1T2X3.
Les lecteurs.trices sont invité.e.s a écrire les relations pour n = 4.
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Exercice 40. Trouver )\ € R tel que le polyndme X3 — 7X + X posseéde deux racines dont I’'une
est le double de I’autre.

Définition 4.6.1. Soir ) = Q(X4,...,X,) € K[X1, Xs,...,X,] un polynome en plusieurs
indéterminées. On dit que () est un polynéme symétrique si on a

Vo € Sn, Q(Xg(l), - ,Xg(n)) = Q(Xl, - ,Xn).

Exercice 41. Montrer que I’ensemble des polyndmes symétriques est une sous-K-algebre de la
K-algebre K[ X, X5, ..., X,] des polyndmes en n indéterminées.

A n fixé, les polyndmes du membre de droite de (4.4)

Ey(Xy, ..., X,) = > X X .. X,

1<d <ig < <ip<n

k

sont des polyndmes symétriques puisque P = ¢, [[[_ (X — ;) = ¢, [[1=(X — 24(;)) pour
tout o € S,. En fait, ces polyndomes symétriques “élémentaires” permettent d’engendrer tous les
polyndmes symétriques, comme 1’assure le théoreme suivant.

Théoreme 4.6.2. Soit () un polynome symétrique dans K[ X1, Xo, ..., X,], alors il existe un
polynome R en n indéterminées tel que

Q(Xl,...,Xn) :R<E1,...,En> :R(El(Xl,...,Xn),...,En(Xl,...,Xn)).

La preuve de cet énoncé dépasse le cadre de ce cours. Son utilité est la suivante : si on dispose
d’un polyndme symétrique () en n variables, et qu’on souhaite 1’évaluer sur les racines, disons
complexes, d’un polyndme P de degré n. Alors il suffit d’évaluer le polyndme R correspondant,
aussi en n variables, sur les coefficients normalisés de P. En particulier, il n’y a pas besoin de
factoriser P.

Exercice 42. Calculer P(z1,79) = (z122)® + 5(x1 + x9)? pour 1, T, les racines du polyndme
X2 —-3X +1.

4.7 Preuve du Théoreme 4.5.1) de d’Alembert-Gauss (Hors-
programme)

Dans cette partie, on démontre le Théoreme de d’Alembert-Gauss. On considere un
polyndme complexe P € C[X]| de degré > 1, et on doit montrer qu’il admet une racine. On doit
donc trouver 2, € C tel que P(z) = 0.

Il est clair que multiplier P par une constante non-nulle ne change pas cette propriété, donc
on peut supposer que P est unitaire et on note P = ag + a1 X + -+ - + a, X" + X"

La preuve est largement basée sur des outils analytiques, et donc hors du cadre de ce cours.
On la donne ici par souci de complétude pour les étudiant.e.s interessé.e.s.

On observe tout d’abord que la fonction C — R donnée par z — |P(z)| est continue sur
C, comme composée d’une application polynomiale par la norme complexe qui est continue. On
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rappelle qu’une fonction f : C — C est continue en 2 si Ve > 0,30 > 0, |z — 2| < § implique
|f(2)— f(z0)] < e.C’estlaméme définition que pour des fonctions réelles, oli la norme remplace
la valeur absolue.

On observe ensuite que cette fonction |P| admet un minimum dans C. Comme la partie
Ay = {|P(%)] : z € C} C R est non-vide et minorée, il est clair qu’elle admet une borne
inférieure. Reste a voir qu’elle est atteinte. On note alors que

Ay a
|P(Z)‘:’z|"(1_|_| 1|+...+M) 400
B |2|™ ) Jzl=+oo

car chacune des fractions tend vers 0. Cela signifie que VA > 0,3R > 0, si |z| > R, alors
|P(2)| > M. En particulier, on I"utilise pour M, = inf(A;)+1, et on obtient R, tel que |z| > Ry
implique |P(z)| > My = inf(A;) + 1. Il s’ensuit que inf(A4;) = inf(A4y) ot Ay = {|P(2)]| :
2| < Ro}.

On considére maintenant une suite (z,),eny de nombres complexes tels que |z,| < Ry et
|P(2,)| — inf(A2) = inf(A;). Cette suite existe par définition de la borne inférieure. Chaque
nombre complexe z,, s’écrit de maniere unique z,, = x,, + iy, avec x,, et y, réels, tous deux dans
Iintervalle [— Ry, Ry].

Le fameux théoreme de Bolzano-Weierstrass assure alors qu’il existe une extraction ¢ telle
que (Z,, (»)) converge vers un réel z, dans [— Ry, R|. Une seconde application de ce théoréme, a
la suite (y,,, ()) assure maintenant 1’existence d’une extraction , telle que la sous-suite (4, (p2(n)))
converge vers un réel y., € [—Ry, Ro]. On pose alors ¢ = ¢ o @9, et on a bien Tp(n) — Too €L
Yp(n) — Yoo- Il s’€nSUIL qUE 2y — 20 = Too + 1Yoo. Par continuité de |P|, on conclut que

|P(25m)] = |P(20)| = inf(Ay) = inf(A;) = inf{|P(2)| : z € C}.

Ainsi, la fonction | P| admet un minimum en z,. Jusque 1, la preuve utilise des arguments vus lors
du cours d’analyse réelle de premiere année. La suite est plus originale. Elle releve de 1’analyse
complexe qui sera étudiée lors des semestres ultérieurs.

On veut montrer que P(zp) = 0. On procede par I’absurde, et on suppose que P(zg) # 0. On
pose alors

On observe que by = 0. On va montrer qu’il existe z € C tel que |Q(z)| < 1. Cela terminera

la preuve en fournissant une contradiction puisque |P(zo)| = inf{|P(2)| : z € C} assure que
Vz e C,1Q(2)] > 1.
On considere k£ = min{1 < i < n|b; # 0}, qui existe puisque deg(P) > 1. On a alors

n—k

Q(2) = 1+ bp2"(1+ ¢(2)), ot p(2) = Z bljzl — 0.

=1

Soit r > 0 tel que |¢(2)| < 5 dés que |z] < 7.
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. i [N 0+
sous for ire b, = |bgle™. si Is 2 = pe' k av
On note sous forme polaire b b.|e?. On considere alo v avec 0 < <

1
) %
min | 7, 2 ( ,eton calcule :
73\ |kl

Q(z) = 1+b (peiery (1+¢(2))
= 1— bl p" (1+(2)).

On rappelle I'inégalité triangulaire |a — b| < ||a| — |b|| pour tous a,b € C et que |byp*| <
par choix de p et que |1+ ¢(z)| < 2 par choix de r. On déduit donc que 0 < ‘ bk " (1 + ¢(2))
1et

2
3
<

Q(2)| < 1—|lbelp® (1+¢(2))| < L.

En fait, on a fait un développement limité complexe Q(z) = 1+ bp2* + 0._,0(2") et utilisé le
fait que la fonction 2* prend des valeurs négative dans tout voisinage complexe de 0. L’ argument

montre plus généralement que les fonctions holomorphes n’admettent pas d’extremum local (a
revoir plus tard).
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Chapitre 5

Polynomes d’endomorphismes

5.1 Avant-propos : caractérisation de la trigonalisabilité au
moyen du polynome caractéristique

Théoreme 5.1.1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit ¢ € L(E). Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(a) o est trigonalisable
(b) le polynome caractéristique P,(X) est scindé dans K[X].

On rappelle que P, (X)) est scindé si et seulement si sa décomposition en facteurs irréductibles
ne comporte que des facteurs de degré 1, c’est-a-dire si il existe Ay, ..., A\, € Ketmy,...,my €
N tels que

k

Py(X) =] = x)™ (5.1)

=1

Par la suite on utilisera la notation (5.1)) en supposant que les \; sont deux-a-deux distincts,
lorsque le polyndme caractéristique sera scindé.

Corollaire 5.1.2. Soit E' un C-espace vectoriel et p € L(E), alors ¢ est trigonalisable.

Démonstration. Le théoréme de d’ Alembert-Gauss assure que tout polyndme de C[X] est
scindé. [

Notez bien que ce corollaire n’est valide que dans C, et pas dans R. Toutefois, si I’on dis-
pose d’un espace vectoriel réel, on peut toujours le plonger dans un espace vectoriel complexe
de méme dimension, et donc trigonaliser dans 1’espace complexifier. En ce qui concerne les
matrices, ¢’est encore plus clair, puisque M,,(R) € M, (C).

Le corollaire est valide dans tout corps ou 1’on dispose d’un théoreme de d’ Alembert-
Gauss. De tels corps sont dits algébriquement clos. On verra au cours de M1 de théorie des corps
que tout corps K peut s’étendre en un corps algébriquement clos, mais que celui-ci peut étre
beaucoup plus grand.
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Démonstration du Théorém[5.1.11 On montre d’abord que si ¢ est trigonalisable, alors son po-
lyndme caractéristique est scindé.
Supposons donc que la matrice de ¢ dans une base B’ soit triangulaire supérieure, et notons-la

di * -+ % *
0 dy --- = *
Matg () = L P
O 0 . dn—l X
0 O 0 d,

Alors le polyndme caractéristique est P,(X) = det(¢ — Xidg). Pour le calculer, on exprime
la matrice de I’endomorphisme ¢ — Xidg dans la base de notre choix, puisque le résultat est
indépendant de la base choisie d’apres la proposition [3.1.12] On choisit la base B, et on a

d — X * e * *
P,(X) = det (Matg (0) — XT,) =det | SR D =11e-x)
0 0 dn—l — X * Jj=1

calculé facilement car la matrice est triangulaire. On conclut que P,(.X) est scindé.

On démontre maintenant la réciproque par récurrence sur n = dim(F). Pour n = 1, il n’y
a rien a démontrer. Supposons le résultat vrai jusqua n — 1 et que P,(X) = [\ (d; — X) est
scindé. Soit v; un vecteur propre pour la valeur propre d;, alors ¢(v;) = djv;. On compléte pour
obtenir une base B = (vq, vy, ..., v,) de E. Alors

Mata(e) = (|05

est une matrice par blocs ou L est une ligne de longueur n — 1 et 0 une colonne de n — 1 zéros
etS e Mn—l(K)

L’hypothése de récurrence appliqué a I’endomorphisme g de K"~! canoniquement associé a
S assure I’existence d’une matrice Q € GL,_;(K) telle que Q' SQ soit triangulaire supérieure.

On pose alors
110
P = ( 010 > € GL,(K)

di | LQ
0 [Q1SQ
De plus, P~'Matg ()P est la matrice de ¢ dans la base B’ = (uy, ua, . . ., u,) ol les vecteurs u;

sont donnés par les colonnes de P comme suit : la ™ colonne est constituée des coordonnées
de u; dans la base B = (vy, ..., v,). En particulier, u; = v;. O

P~ 'Matg(p)P = (

) triangulaire supérieure.
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Notez la différence de notation entre la preuve ci-dessus et (5.1I). Dans le premier cas, on
regroupe les racines multiples, dans le deuxiéme cas on ne le fait pas. Les \; sont deux-a-deux
distincts, pas les d;.

Proposition 5.1.3. Soit ¢ € L(E), soit m(\) la multiplicité de A comme racine du polynéme
caractéristique P,(X). On a

dim(E)) < m(M).

Démonstration. Soit (vy, ..., v;) une base de E. En particulier dim(F£)) = k. On la compléte
pour obtenir une base B’ = (vq,...,v,) de E. Alors puisque V1 < i < k, p(v;) = Av;, on a

Mats () = 0 --- 0 |* --- = :( ()k C>'

Donc P,(X) = (A — X)"Pc(X). Comme (A — X)* divise P,(X), la multiplicité de A est
supérieure ou égale a k. [

5.2 Algebre engendrée par un endomorphisme

Définition 5.2.1. Soit E' un K-espace vectoriel et p € L(E) un endomorphisme. On définit
I’application évaluation en
ev

. K[X] = L(B)
R~ Q)

donnée par Q(p) = Z?:o copt si Q = Z?:o ceX’. On rappelle ©° = id.

Cette application est bien définie puisque les composées ¢ sont encore des endomorphismes,
dont on peut faire des combinaisons linéaires. Comme toujours, il y a un pendant matriciel, peut-
étre plus naturel :

Définition 5.2.2. Soir A € M,,(K), on définit I’application évaluation en A

eva: K[X] — M,(K)
Q = Q4

donnée par Q(A) = Z?:o ceAlsiQ = ijo ceX". On rappelle A° = 1I,,.

En d’autres termes, on applique le polynome ) a ¢ ou a A. Ces applications respectent les
structures algébriques, c’est-a-dire les opérations, au sens suivant :
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Proposition 5.2.3. L’application ev,, : K[X]| — L(E) est un morphisme de K-algébres entre
(K[X],+, x,) et (L(E),+,0,).

L’application ev 4 : K[X] — M, (K) est un morphisme de K-algébres entre (K[X], +, X, -)
et (M, (K),+, x,-).

Démonstration. 11 s’agit de vérifier que VA1, Ay € K VQ1, Q- € K[X],
evw()\lQl + )\2@2) = Alve(Ql) + )\26V¢(Q2) et 6V¢(Q1Q2) = evw(Ql) O evw(Qg)

et similairement

eva(AM Q1+ AoQ2) = Meva(Q1) + Aeva(Q2) et eva(Q1Q2) = eva(Q1) X eva(Q2).
O

Exemple 5.2.4. Prenons P = X? +2etQ = X? + X — 1, alors P(p) = ¢* + 2id et Q(p) =
03+ —idet PQ = X° +3X3 — X? + 2X — 2 (vérifiez-le !). D’autre part :

Yu € B, P(p)oQ(p)(v) = (¢ +2id) o (¢* + ¢ —id)(v)
= (¢* +2id)(¥*(v) + p(v) — v)
P? (9% (V) + p(v) = v) + 2(¢*(v) + (v) — v)
= ¢’ () + ¢*(v) = ¥*(v) + 2¢°(v) + 2(v) — 2v
so()+3<p() ©°(v) + 2p(v) — 2v
= (" +30° -0 +290—21d)( ) = (PQ)(p)(v).

5.3 Le polynome minimal

On note K[p] C L(F) I'image du morphisme ev,, et K[A] C M,,(K) I’image de ev4. On va
utiliser I’exercice suivant :

Exercice 43. Soit f : A; — A, un morphisme de K-algebres, alors le noyau ker(f) := {z €
A; 1 f(x) =0} estun idéal de A,.

Ainsi ker(ev,,) est un idéal de K[X]. Cet anneau étant principal, cf proposition I’idéal
ker(ev,) est engendré par un unique polynéme unitaire noté IL,, appelé polyndme minimal de
. On note ker(ev,,) = I, K[X].

Les éléments du noyau ker(ev,) sont les polyndmes () tels que Q)(¢) = 0. On les appelle
polynoémes annulateurs de .

Définition 5.3.1. Le polynéme minimal I1, de I’endomorphisme ¢ € L(E) estl’unique générateur
unitaire de I'idéal annulateur ker(ev,) = {Q € K[X] : Q(¢) = 0}. C’est aussi le polynome
annulateur non-nul de ¢ de degré minimal.

Pour A € M, (K), on définit aussi [T, comme le générateur unitaire de 1’idéal annulateur
ker(eva) = {Q € K[X] : Q(A) = 0}. C’est aussi le polyndme annulateur non-nul de A de
degré minimal.
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Fait 5.3.2. Si A = Matg(p) dans une base B de E, alors 11, = Il14. En particulier, si A €
M, (K) et P € GL,(K), alors p-14p = Il 4.

Démonstration. Le choix d’une base B de F induit un isomorphisme de K-algebres

Matg : L(F) — M,(K)
¢ = Matg(p)

entre (L(E),+,0,-) et (M,(K),+, X, -). En particulier pour tout polyndbme @ € K[X], on a
Q(p) = 0 si et seulement si Q(Matg(p)) = 0, donc les idéaux ker(ev,,) et ker(evaaty,(p))
coincident. En particulier, le polyndme minimal ne dépend pas de la base choisie pour calculer
la matrice.

La deuxieme partie en découle. En effet, avec les notations usuelles, on a Matg,, (pa) = A
et P7YAP = Matg (¢4) ot B’ est la base de K" formées par les vecteurs colonnes de P. [

Proposition 5.3.3. L’application quotient ev,, : K[X| /I K[X]| — K|p] induit un isomorphisme
de K-algeébres.

Ceci implique en particulier que la sous-algebre K[| de £(F) est commutative (puisque
isomorphe au quotient encore commutatif d’une algebre commutative), alors que L(E) ne ’est
pas. De méme la sous-algébre K[A] est commutative, mais pas M, (K).

Démonstration. Onrappelle que si [ est un idéal de la K-algebre A, alors 1’algebre quotient A /1
est ’ensemble des parties a + I o @ € A munie des opérations (a+ 1)+ (b+ 1) = (a+b) + 1,
(a+1)b+1)=ab+Teta+1I)= Aa+ I pourtousa,be Aet A € K. Ces opérations ne
dépendent pas du choix de a ou @’ lorsque a + I = a’ + I (exercice).

Tout morphisme de K-algebre devient injectif par passage au quotient par son noyau, ¢’est-
a-dire que si f : A; — A est un morphisme de K-algébres, alors f : A;/ker(f) — As est un
morphisme injectif (exercice).

Reste a voir la surjectivité de ev,, qui provient de la définition de K]¢p]. O

Corollaire 5.3.4. Soit p € L(E) et soit € K[X|. Si P est annulateur de o, i.e. si Q(¢) = 0,
alors le polynome minimal 11, divise Q).

Démonstration. Ona @ € ker(ev,) = II,K[X]. O

Exercice 44. Démontrer directement le corollaire [5.3.4] en utilisant que II, est un polyndme
annulateur de degré minimal et la division euclidienne de () par II.

5.3.1 Une application

Une utilisation du polyndme minimal est la suivante : étant donné un polynéme @) € K[X],
on souhaite calculer I’endomorphisme (ou sa matrice) ()(¢). On effectue la division euclidienne
de @ par IL,, notée () = QIL, + R avec deg(R) < deg(Il,), alors

Q) = Qi1(p) o I, (v) + R(p) = Q1(0) + R(p) = R(p).
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Il suffit donc d’évaluer ¢ sur le reste, dont le degré est toujours < deg(Il,). C’est tres utile
lorsque le degré de () est grand.

Il s’avere donc tres utile de connaitre le polyndme minimal d’un endomorphisme ou d’une
matrice.

5.4 Théoreme de Cayley-Hamilton

Théoreme 5.4.1. [Théoréme de Cayley-Hamilton] Soit ¢ € L(E). Le polyndme caractéristique

P,(X) est annulateur de @, c’est-a-dire P,(p) = 0.

Ce théoréme est équivalent au fait que le polyndme minimal II, divise le polyndme ca-
ractéristique P,.La preuve utilise le :

Lemme 5.4.2. [Lemme des matrices compagnons] Soit n > 2, et ag,ay,...,a,1 € K. On
considere la matrice compagnon

00 0 -+ 00 =—ap
10 0 --- 00 -—a
01 0 -+ 00 —a
00 0 . 00 —aps3
00 0 -+ 10 —apa
00 0 -+ 01 —apq

Alors son polynome caractéristique est
PC(X) = (_1)n(Xn + an—an_l + -+ (11X + Clo).

En particulier, si on se donne un polyndme unitaire de degré n dans K[X], il existe toujours
une matrice C' € M,,(K) dont il est le polyndme caractéristique (on peut changer le signe de la
derniere colonne quand n est impair). On dit alors que c’est la matrice compagnon du polyndme.

Démonstration. On montre d’abord par récurrence sur n que

-X 0 o - 0 0 —ap
1 =X 0 - 0 0 —ay
0 1 =X -0 0 —as
det | : P : : = (=1)™(ap 1 X" a, 2 X" 24 tay X +ag).
0 0 0 -X 0 —a,3
0 0 0 1 —X —ap
0 0 0 I —ap
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C’est immédiat si n = 2. Supposons avoir montré le résultat pour n — 1 et considérons C' de
taille n. On développe alors par rapport a la derniere ligne pour obtenir :

X 0 0 - 0 X 0 0 - —a
1 X 0 - 0 1 X 0 - —a
—ay_det | : I : — det ' : :
0 o . =X 0 0 0o . =X —a,_3
0 o --- 1 =X 0 0O -+ 1 —ap_9

= —an,l(—X)nfl — (_1)7171(@”72)(77,72 + e+ CllX -+ ao),

en utilisant I’hypothese de récurrence. Cela donne le résultat voulu.
On revient alors a P (X) calculé en développant C' — X [,, par rapport a la derniere ligne.
On obtient similairement

-X 0 o --- 0 0 —ag
1 -X 0 - 0 0 —ay
0 1 -X -+ 0 0 —ay

Po(X) = —det | : o : : — (X 4+ an_1)(=X)"!
0 0 0 -X 0 —anq4
0 0 0 1 —X —an_3
0 0 0 0 1 —ano
qui donne le résultat. O

Démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton. 11s’agit de montrer que le polyndme d’en-
domorphisme P, () est nul dans L(E). Pour cela, on montre que Vz € E, P,(¢)(z) = 0.
Soit donc x € E. On considere

k:=min{s > 0: ¢*(z) € vect(z, p(x),...,¢* (x))}.

Le minimum existe puisque £ est de dimension finie, donc la famille (x, p(z),...,¢"(x)) est
liée, ayant dim(F) + 1 éléments. Pour ce k minimal, la famille (z, o(z), . .., " 1(z)) est libre
et il existe ag, ..., ar_1 € Ktels que

' (7) = aor + arp(e) + - + 10" (2). (5:2)
On complete cette famille pour obtenir une base B = (z, (), ..., 0" 1 (x), V341 ..., v,) de E.

Par construction, on a

Matg(p) = ( g g )
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matrice par bloc ou C' est une matrice compagnon

00 0 - 00 a
10 0 00 a
01 0 - 00 a

c=1: ot | e Mu(K).
00 0 = 00 aps
00 0 10 aps
00 0 01 apy

En utilisant le calcul des déterminants de matrices triangulaires par blocs, ona P, (X ) = Pg(X)Pc(X),
et donc P,(¢) = Pg(p) o Po(yp) qui assure

Py(p)(z) = Pp(p)(Po(p)(2)) = Pp(0) (=1)*(¢" — ar19"™" =+ — 10 — agid) (v))
= Pp(o) (D" (@) — ar19" (@) — -+ — ap(@) — agz)) = Pp()(0) =0
grace au lemme des matrices compagnons et a I’expression (5.2). L

5.5 Lemme des noyaux

Fait 5.5.1. Soit p € L(E) et Q € K[X], alors ker(Q(y)) est stable par .

Démonstration. Soit x € ker(Q(p)). Alors
Qp)(p(x)) = ¢ 0 Qp)(z) = ¢(0) =0,

donc p(z) € ker(Q(yp)).
On rappelle que

d d d
Q(p) oy = (Z ctsot> op=> aptt=po (Z ctsot> = o Q(p)
t=0 t=0 t=0

]

Lemme 5.5.2. [Lemme des noyaux] Soit ¢ € L(E), et soient 1, Q> € K[X] deux polynémes
tels que pged(Q1,Q2) = 1. On suppose que le polynéme produit (Q1Q)s est annulateur de p,
c’est-a-dire que (()1Q2)(p) = 0. Alors

(a) E = ker(Qi(p)) @ ker(Qz(p)),
(b) ker(Q1(p)) et ker(Q2(y)) sont stables par ¢,
(¢) etker(Qi(p)) = im(Q2(p)) et ker(Qa(p)) = im(Q:()).
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Démonstration. On utilise 1’égalité de Bézout, qui assure I’existence de U, V' € K[X] tels que
Q1U+Q2V = pged(Q1, Q2) = 1. En termes de polyndmes de I’endomorphisme ¢, cela fournit :

idg = Qi(p) o U(p) + Qa(p) o V(). (5.3)

On montre d’abord que im(Q1(¢)) + im(Q2(¢)) = E. On utilise (5.3) qui assure que pour
toutx € E,on a

z = (Qu(p)) (U(p)(2)) + (Qa(v)) (V(p)(x)) € m(Qi(p)) +im(Q2(p))-

D’autre part, on a (Q1Q2)(¢) = 0 = Q1(p)oQ2(¢). DoncVr € E, Q1(¢)oQ2(p)(z) =0 =
(Q1(9))(Qa2(p)(2)), donc im(Q2(p)) C ker(Q1(p)). Par symétrie, im(Q1(¢)) C ker(Q2(p)).

Puisque la somme des images forme déja 1’espace entier, on déduit a fortiori

E =ker(Q1(p)) + ker(Qa(y)).

Vérifions que la somme est directe. On peut réécrire I’égalité de Bézout sous la forme

idp = U(p) 0 Qulp) + V(p) 0 Qa(ep).
Donc si z € ker(Q1(¢)) Nker(Qa(p)), alors

z = (U(p)) (@i(@)(x) + (V(p)) (Q(p)(x)) = (U(p))(0) + (V(¢))(0) =0+0=0
qui prouve ker(Q1(p)) Nker(Q2(¢)) = {0}. A fortiori :

B = ker(Q1(¢)) @ ker(Qa(9)).

Dés lors, si I’inclusion de im(Q2(¢)) dans ker(Q; ()) était stricte, alors I’inclusion de im(Q2(¢))+
im(Q1(p)) dans E serait stricte aussi. C’est absurde puisque la somme des images est F. On a

donc im(Q2(¢)) = ker(Q1(p)). Et aussi im(Q1(¢)) = ker(Q2(p)) par symétrie.
La stabilité par ¢ découle du fait O

5.6 Caractérisation de la diagonalisabilité par le polynome
minimal
Le lemme des noyaux [5.5.2] permet de montrer le :

Théoreme 5.6.1. Un endomorphisme ¢ € L(FE) est diagonalisable si et seulement si son po-
lynéme minimal est scindé a racines simples.

La preuve utilise le

Lemme 5.6.2. Soit p € L(E), Q € K[X] et v € E) un vecteur propre. Alors



Démonstration du Lemme[5.6.21 On a par récurrence immédiate Vk € N, ¢*(v) = MFv. Par
addition, on a ZZ:O apet(v) = ZZ:O ap\Fv. O

Démonstration du théoréeme[5.6.11 Supposons ¢ diagonalisable et notons Sp(¢) = { A1, ..., A\x}s
alors
E=E\, & - ®E,,

est une décomposition en somme directe. On vérifie que le polyndme ) = Hle()\i — X) est
annulateur. En effet, tout élément x € E s’écritx = 1 + - - - + x;, avec x; € E),. En utilisant le

Lemme on calcule

Réciproquement, si un polynéme S(X) = [, (#; — X) scindé a racines simples est annu-
lateur de ¢, alors le lemme des noyaux [5.5.2] garantit que

E =Ker(p — id) @ - - - @ Ker(p — pinid)

est une somme directe. Une base adaptée est une base formée de vecteurs propres, donc ¢ est
diagonalisable. ]

En fait, le polyndme () = II, est bien le polyndme minimal. Il suffit de voir que si ); est
un diviseur strict, alors c’est un produit de facteurs \; — X mais il manque au moins une valeur
propre ig. Et alors Q)1 () n’annule pas les vecteurs de £}, .

5.7 Meéthode générale de trigonalisation

Définition 5.7.1. Pour chacune des valeurs propres X\ € Sp(y), on définit la suite des sous-
espaces caractéristiques par

ES =Ker ((¢ — Aid)*)  pour s € N\ {0}. (5.4)

Ces sous-espaces caractéristiques sont alors emboités par ordre croissant et tous égaux a
partir d’un certain rang. Plus précisément, il existe un entier ¢, € N\ {0} tel que

EyCE}cC---CEP ' CEY et EY =EP V>0. (5.5)
Cela découle du lemme dynamique[1.3.4]appliqué a ¢ = ¢ — Aid.

Théoreme 5.7.2. Soit ¢ € L(E). On suppose que @ admet un polynéme annulateur scindé

k

Q(X) =[x = x)°.

=1
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Alors il existe une base B' de E pour laquelle la matrice de ¢ est diagonale par blocs triangu-
laires comme suit :

T) | 0 [-- 0 0
0 [T - 0 0
Matp () = : S RV I :
0 0 |-+ |T(M\e—1)| O
0 0 |- 0 T(w)

avec T'(N\;) € M, (K) de taille m; x m; de la forme suivante par blocs

X - 0 % -+ x % ... %
0 . )\ * *
0 0 [A -~ 0

T =110 0 0 A % *
0 00 -~ 0 A 0
om0 lo ol lo

Corollaire 5.7.3. Un endomorphisme ¢ € L(E) est trigonalisable si et seulement si son po-
lynéme minimal est scindé.

Démonstration. Si ¢ est trigonalisable, alors le polyndme caractéristique est scindé, et a for-
tiori le polyndme minimal aussi d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton L implication
réciproque découle du Théoréme O

Démonstration du Théoréme Le lemme des noyaux assure que

E = é Ker((¢ — \id)%) = é IONG
i=1

=1

D’autre part, le Fait assure que pour tout 7 le sous-espace EY = ker ((¢ — A;id)*) est
stable par . Donc la forme de la matrice découle du Lemme ??. On étudie maintenant le bloc
T(N).

On choisit alors une base de £’ adaptée a la suite d’inclusions , c’est-a-dire que B, ; est
une base de E)l\ que I’on compleéte de sorte que B, ; U B, 2 soit une base de Eli, etc., que I’on
complete de sorte que B;; U -+ - U B; ., soit une base de EY'.

Soit v € Ej = ker((¢ — Aid)*), I’observation[I.3.3|avec 1) = ¢ — Aid assure que

w = (¢ — Aid)(v) = p(v) — M € ker((¢ — Aid)*™) = B!
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qu’on peut réécrire p(v) = \v + w.
La matrice de ¢ dans la base UleBM U---U B, abien la forme voulue. Le premier bloc
de colonnes corresponde aux vecteurs de B; 1, le deuxieme a ceux de B; o, le dernier a ceux de

Bi,ci' ]
Corollaire 5.7.4. Soit ¢ € L(E), pour chaque \; € Sp(p), on a
dim(E},) < dim(E§) = m(X;),

oum(\) est la multiplicité de N comme racine du polynéme caractéristique et E5 = ker(p— \id)
est le sous-espace propre associé a \.

Démonstration. On sait que le polyndome caractéristique ne dépend pas de la base choisie. Si
on choisit la base ', alors la matrice étant triangulaire, le déterminant est le produit des termes
diagonaux, on obtient :

k
P,(X) = det(p — Xid) = det(Matg (¢) — X Liim(r) = | [ (A — X)),

i=1
Il n’y a plus qu’a comparer avec (5.1)), et utiliser 'unicité de la décomposition en facteurs
irréductibles dans K[X]. O

Corollaire 5.7.5. Soit ¢ € L(E) tel que P,(X) est scindé. Alors ¢ est diagonalisable si et
seulement si Y\ € Sp(p),dim(E}) = m(\).

5.8 Forme de Jordan

Théoreme 5.8.1. Soit p € L(E). On suppose que le polyndme caractéristique P,(X) est scindé
et on utilise les notations (5.1)), (5.4), (5.3). Alors il existe une base B" telle que

)| 0 [ 0 0
0 | T'O) |- 0 0
Mat g () = : : - : :
0 0 || T"Ow1)| O
0 0 |- 0 T ()

avec T'(\;) € My, (K) de taille m; x m; de la forme suivante par blocs

AT 0 [T 0
0 AN 0
T = |2 :
0 0 yAGY
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ou les blocs J;(\) sont des blocs de Jordan élémentaires

A1 0 -~ 00
OoAx1--- 00
RN
000 -+ X1
000 -+ 0 A

ayant toujours X sur la diagonale, 1 sur la sur-diagonale et 0 ailleurs.
De plus, le plus gros bloc de Jordan élémentaire de la matrice T'()\;) est de taille c), X c,,.

Exemple 5.8.2. La matrice suivante de type 7”(\) posseéde 2 blocs de Jordan élémetaire de taille
1 (ce sont juste des entrées diagonales), un bloc de taille 2 et un bloc de taille 3 :

A

O OO OO
O O OO oo
O O O Ol o
O O O OO O
[ e k= =] He) Nan]
> = OO OO0 O

O O OO OO

Démonstration du Théoréme[5.8.11 On rappelle , et I'on note d, = dim(E5) — dim(FE; ")
la dimension d’un sous-espace supplémentaire de Ei_l dans Ef.

On rappelle que si H C F sont deux sous-espaces de [, alors il existe un sous-espace H' tel
que H' @& H = F. Un tel sous-espace est appelé sous-espace supplémentaire de H. On a toujours
dim(H') = dim(F) —dim(H ) et si on prend une base (wy, . .., wy) de H et qu’on la complete en
une base (wy, ..., wy) de F, alors (wp41, ..., wy) engendre (et est une base de) un sous-espace
supplémentaire H' de H dans F'. Il n’y a bien siir pas unicité de sous-espace supplémentaire.

On note 1) = ¢ — Aid.

On se place dans E* et on prend vy, . .. , Uq,, une base d’un supplémentaire de Ei*_l dans
E*. Alors pour chaque r < ¢y — 1, la famille ¢"(vq), ..., 9" (vq,, ) est une famille libre engen-
drant un sous-espace de E*"*! en somme directe avec E5*~". Cela découle de 1’observation

Il reste juste a vérifier que cette famille est libre. On le fait pour r = 1 pour aléger les
notations, le cas général en découle par récurrence. Si ) . p1;4(v;) = 0, alors ¥(> . pv;) = 0.
Supposons par I’absurde que 0 # 3, pv; € EP \ B alors (3, piv;) € Exex — 1\ EQ 2
par I’observation, donc ¢ (), f1;v;) # 0 qui serait une contradiction. C’est donc que > _, 11;v; = 0.
La famille des v; étant libre, tous les 1; sont nuls, et la famille ¢)(v1), ..., ¥ (v4,, ) est bien libre.

Il s’ensuit que la famille (1" (v;)) pour 0 <r < ¢y —let1l <i < d,, estlibre. Mais ce n’est
pas forcément une base du sous-espace caractéristique E{*. Il faut donc la compléter.
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Pour cela, on recommence avec Ei*_l. On compléte la famille ("(/}(UZ'))lgigdC)\ avec des vec-
teurs v%, cee v}l,l oud] = d.,_1 —d,, afin d’obtenir une base d’un supplémentaire de Eik_Q dans
E . On rajoute aussi leurs images successives (1" (v})) pour 0 < r < ¢y — 2.

Etc. Pour E¥, on complete la famille des (¢*~*(v$)) pour 0 < o < s — 1 avec des vecteurs
v$ afin d’obtenir une base d’un supplémentaire de F5 ' dans F} et on rajoute leurs images par
Yrpour 0 <r <s—1.

Ala fin, on obtient une base B} de EX* tout entier. On pose B” = BY U--- U B .

Prenons maintenant les vecteurs 1! (v;) . .., ¥(v;), v; et exprimons leurs images par o dans
B". On a d’abord

P> (i) = U (vy) car v (v;) € By
Ensuite pour chaque s on a par définition de ¢ = ¢ — Aid que

(¥ (v5) = V* T (v;) + M® (vy).

Il s’ ensuit que les coordonnées >~ (v;) . . ., ¥(v;), v; correspondent aux blocs de Jordan élémentaires
de taille ¢y X cy. En particulier, il y a d.., tels blocs.

On procede de méme avec les sous-familles ¥ (vf) ..., ¥ (vf), v? qui vont donner des blocs
de Jordan de taille s x s. Il 'y aura d; — ds; tels blocs. U

Le polynome minimal peut se déterminer facilement quand on dispose d’une forme de Jor-
dan. Plus précisement :

Corollaire 5.8.3. [Corollaire du théoréme Soit ¢ € L(FE). On suppose que le polynome
caractéristique P,(X) est scindé. On adopte les notations , , . Alors

k
I, = H()‘Z — X))
i=1

Ce corollaire découle du théoréme et du fait suivant :

Fait 5.8.4. Soit N € M(K) le bloc de Jordan de taille s X s pour A =0 :

010 -+ 00
001 --00
000 . 00
N=|" " =0z
0020 - 0 1
0020 - 00

avec n; = { (1) o L Alors N5 = 0 et Vs’ < s, N¥ £0,
1 sii=j+Kk,
0 sinon.

O]

Démonstration. On vérifie par un calcul immédiat (faites-le !) que Vk € N, N* = {
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Démonstration du Corollazre- 1l découle du fait[5.8.4) que I’endomorphisme (¢ — \;id)“
annule la restriction a E " de ¢ (car le bloc correspondant a la famille 3} est obtenu a partir
de T'();) en annulant toutes les entrées diagonales, c’est-a-dire qu’il est dlagonal par blocs,
d’entrées des matrices de Jordan pour \; — \; = 0 dont la plus grande a taille cy, X c,,), alors
que (¢ — A\;id)*~! ne I’annule pas.

On note Q(¢) := [, (¢ — \iid)®. Sa matrice dans la base B” est obtenue 2 partir de celle
de ¢ en annulant tous les termes diagonaux (vérifiez-le!).

Donc le polyndéme d’endomorphisme () s’annule sur tout I’espace £ = @le E/c\A (car
chaque facteur s’annule sur un des sous-espaces de la somme directe) alors que ses diviseurs
stricts ne s’annulent pas. Ainsi () est un polynome annulateur, donc un multiple de II,,, mais ses
diviseurs ne sont pas annulateurs, donc ) = II,. [

Exemple 5.8.5. Soit

OO OO O O

0
0
0
0
Y
0
0
0

O OO OO OO
S OO OO N O
S OO O = OO
O OOt HIO O OO
S OO OO O oo
UL =IO OO O OO

0

alors son polyndme caractéristique est Pp(X) = (1 — X)(2 — X)3(5 — X)4, tandis que son
polyndme minimal est ITz(X) = (1 — X)(2 — X)3(5 — X)2

Exercice 45. Evaluer Q(A) ot Q = (X% + X® + 14X% —5)(1 — X)(2— X)? 4+ X et Aj; estla
matrice 4 x 4 étudiée la semaine précédente.
5.9 Application aux suites récurrentes linéaires
Définition 5.9.1. Une suite récurrente linéaire d’ordre p est une suite donnée par
Ug,...,up EK et Vn>p, Upyr = ap_1Up + apoUp_1 + -+ QolUp_p+1
ou les a; € K sont des coefficients fixés.

La réduction des matrices est tres utile pour le calcul des suites récurrentes linéaires.
En effet, a une telle suite (u,,),en, On peut associer la suite vectorielle de terme général

Unp
Up =

U’n-i—p
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Cette suite vectorielle est récurrente d’ordre 1, donnée par

—_

Upr1 0 0 0 U,
Ug Un+2 0 0 - 0 Un+1
vg= | : etVneN, v, = : =1 : @ . : : = Cu,,
(I Un4p o 0 0 - 1 Uptp—1
Un4p+1 ap aip Gz -+ Qp-1 Unpp

ou C' est la transposée d’une matrice compagnon (on peut encore dire que c’est une matrice
compagnon).

On en déduit que v,, = C™vy, et la réduction (par exemple une diagonalisation quand c’est
possible) permet de calculer C™.

Exercice 46. On considere la suite de Fibonnacci, donnée par ug = 0,u; = letVn > 1, upq =
Up — Up—1-
Déterminer la matrice compagnon. La diagonaliser explicitement. En déduire que

1 ([(1+v3\  [1-V5\
o ()
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