
 

Exercice X d métrique A EX A compacte non vide r s o

Kr U D Ia r
a CA

Si x E Kr c'estqu'il existe un a CA tel que x E DIa r c à d

tel que dla a Er

Si ru n en est une suitedepoints de Kr on peutchoisirpour chaque n EN

un tel point au CA pour lequel dlan.nu Er
On obtient ainsi une suite depont de A qui possède lapropriétévoulue

ÏË Ë
Soit nn une suite depointsde Kr qui convergevers un point x EX
On veutmontrer que x C Kr
Comme dans soit an une suitedepoints deAtelleque dlan.nu Er Vu
Comme A estcompact cettesuite admet une sous suite convergente
dans A Il existedonc une extraction 4 telle que aq y a C A_

Mais alors

d num aan d x a car nan x et ayn ça a

En Un puisque
nu n

Et donc par passage à la limite d'uneinégalitélarge d n a Er

autrement dit x E DIa r et par conséquent x C UD Ia r Kr
aCA

comme on voulait le prouver Donc Unest séquentiellement fermédansX



Pour montrer que Ken est séquentiellementcompact soit nn new

une suite de points de K.cz on veutmontrerqu'elle admet une

sous suite convergente
On reprend le raisonnement et les notations de à nn on associe

une suite Can de A dont on extrait une sous suite convergente axas
dansA
ayn _a C An

On observe que xp E D a 1 pourtout n assezgrand
Eneffet d xian a E d nains aan dlacer a

E 1 du
2

etdonc d xpµ a E 1 à partir d'un certain rang
Or D a 1 estsupposéecompacte Donc la suite qndne.N

dontlestermessonttous dansD ga à partir d'un certain rang
possède une sous suite convergente Mais une suite extraitede nan ne

estaussi une suiteextraite deCouiner Donc il existe une extraction 4
telle que Ryu x dansX et telleque au a encore

il reste à montrerque x E Katz
On a dlxxm.am E E K E IN

Lux Lux
x a

d ai d In a E f en passantà la limite autrementdit see Kim
Ainsi toute suite depoints de kik possède une sous suite qui
converge danst ci Donc Kaz etséquentiellementcompact



Exercice E Banach Et E contraction

Si id f x id f x c'est que x f n n fin
c à d n n z f n f n
d'à Hx ah Il fait fin Il E k Hor n 11
etdonc Iln'en11 0 puisque 04h21
d'où next
Ainsi aide f estinjective

Soit g EE dy x y fin
a dy E E et une contraction comme f
Holy n dy n111 Ily fln y flxyll 11f14 fin H EkHorn'll

D'après le théorème du pointfixe de Banach elle admetdonc un

unique pont fixe
b Or dy x ex s y ftp.x

s y x fln Ede f n

Donc y appartient à l'image de ide f

Donc aide f et bijective injective etsurjective

c hide f x laide f à Il Un n fait flash
E ha n'A hflny fl.IM
E ha n 11 htt n n11 a k ha n 11

Donc aide f et 1 4 lipschitzienne



b Soient y y EE
Alors x fide f y et n fide f y
vérifient n fort y et n fin y par définition

Donc Il n n Il a tt fini y f ni y H

E k f n fin Il Ily y'll
E k ha n 11 b y'll

c à d b k Un n'HE Ily y'll
donc Il n n 11 Ily y'll k s

Dini ide f est lipschitzienne

c n'dé f est une bijection de E sur lui même
n'dé f et ide f sont continus car lipschitzienne

donc aide f est un homéomorphisme de E sur lui même

Exercice
d i E IR est bien définie puisque la somme Ei n

u Olly EH
nan on est en faitfinie lasuite u estnulle àpartir

d'uncertain rayest linéaire

Q Lun YI E 5 f14 dh
on a

au Hut
toutes ces sommessont finies

loin tu Et a eçÆfË àÎEÏâadans l ND
c Hull



donc en linéairecontinue et Ntdll E c

Si on avait 0114 La a Vu E E avec a an Et

alors enparticulier pour ce r o o puis u o s o o et

on obtiendrait 1 an puis az etc et In an de manière
génialeOr f y n'estpas dans E

Donc un tel a n'existe pas

Donc le théorème de Riesz ne s'appliquepas C'estdonc que E

n'est pas un espace de Hilbert

On montre que NKM c FÉY
en construisant une suite desuite an
an 1 E E o q u

n terms
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