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Feuille d’exercices sur les applications linéaires

Exercice 1. Déterminer si les applications suivantes sont linéaires ou non.
fii(zy) ER? = ay € R,

foi(my) ER?P = (z+y,z—y+1) €R2

Cf3i(zy) ER? = (z+y,z—y) € R2

Cfii(my,2) ERI (z—z, 2 +y + 2) € RZ

A w0 N =

Exercice 2. Justifier qu'il existe une unique application linéaire f : R — R? vérifiant f(1,0,0) =
(1,2), £(0,1,0) = (1,1) et £(0,0,1) = (0,1). Déterminer f(z,y, z) pour tout (z,y, z) € R3.

Exercice 3. Soit f : R? — R? |'application définie par f(z,y) = (z +y,z —¥).

1. Déterminer f2 = fo f, puis f3 = fo fo f, puis f*, f°, fS.
2. En déduire la forme générale de f™ pour n € N.

Exercice 4. On pose F := {(x,y,2) € Rz +2y — 2z =0} et G := Vect((1,0,0)).
1. Montrer que F et G sont supplémentaires dans R3.

2. Soit v = (z,y,2) € R3. Déterminer p(v) et s(v), ot p désigne la projection de E sur F'
parallélement a GG, et s désigne la symétrie de E par rapport a F parallélement a G.

Exercice 5. On consideére les applications linéaires suivantes :
1. f:R® — R3 définie par f(x,9,2) = (z+y+ 2,0 —y+ 2,2+ 3y + 2).
2. g:R3 = R3 définie par g(z,y,2) = (z + 2y,y, 2 + 2).
3. h:R3 — R définie par h(z,y,2) =z +y+ 2.
4. k:R? — R? définie par k(z,y) = (z,y, 7 +y).
1. Déterminer une base du noyau et de I'image pour chacune des applications. Vérifier le théoréme
du rang.
2. Déterminer les applications f + g et h o g.

3. Montrer que g est un automorphisme de R3, et déterminer g—.



Exercice 6. Soit u I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

2 1
A= .
Montrer que u est bijectif. Donner la matrice dans la base canonique de sa bijection réciproque.

Exercice 7. Soit

0 1 -1
A=14 -3 4
3 =3 4

Calculer A2. En déduire que A est inversible, et déterminer A~ 1.

Exercice 8. On considére la matrice

Calculer (A + I3)3. En déduire que A est inversible, et déterminer A=1.

Exercice 9. Inverser les matrices suivantes :

1 00 1 2 -3 2 2 3
0 20 , 01 2 et 1 -1 0
00 3 00 1 -1 2 1

Exercice 10. Déterminer A™ pour tout n € N, lorsque A = <(1) ;)

3 1 -3
Exercice 11. On considére la matrice A = | —1 1 1 |. On note f I'endomorphisme de R?
1 1 -1

dont A est la matrice dans la base canonique.
1. Montrer que B = ((1,1,1),(1,—1,0),(1,0,1)) est une base de R3.
2. Ecrire la matrice de f dans la base B.
3. Déterminer une base de ker(f) et de Im(f).

Exercice 12. Soit f I'endomorphisme de R? canoniquement associé a la matrice
21 -1

A=10 1 0

1 1 0



1. Expliciter f(z,y, 2).

2. Déterminer si A est inversible.

3. On consideére les vecteurs v = (1,0,1), v = (—1,1,0) et w = (1,1,1).
a) Montrer que la famille C = (u,v,w) est une base de R3.
b) Déterminer f(u), f(v), f(w). En déduire la matrice B de f dans la base C.
c) Calculer B™ pour tout entier n € N.

e) Donner une relation matricielle entre A, B et P := F¢ 3.

)
)
)
d) Expliciter les matrices de passage P et P, ot B désigne la base canonique de R?.
)
f)

En déduire |'expression de A", puis de f"(z,y, 2).

Exercice 13. Déterminer le rang de la matrice

— o= =
N = = O
— o O =

o O =

Exercice 14. Déterminer le noyau, I'image et le rang des matrices suivantes :

_ o O =
S O ==
O = = O
w
|
—= = =
== = =
= = = =
— = =

Exercice 15. Déterminer le rang de la matrice suivante, en fonction de la valeur du paramétre
AeR:

3 1 1
1 1 0
-4 4 —4
6 4 A

Exercices supplémentaires

Exercice 16. Déterminer si les applications suivantes sont linéaires ou non. On rappelle que Ry [X]
désigne I'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a k, et que F(R,R)
désigne |'espace vectoriel des fonctions de R dans R.

1. ¢: P eRy[X] = P’ € Ry[X].

2. p:9e FR,R)— g(0) e R.

Exercice 17. Dans R3, on définit F' = Vect((1,0,0)) et G = Vect((1,1,0),(1,1,1)). Montrer que
R? = F' @ G. Justifier qu'il existe une unique application linéaire f : R? — R3 telle que f(v) = 2v
pour tout v € F' et f(v) = —v pour tout v € G. Déterminer f(z,y, z) pour tout (z,y,z) € R.

Exercice 18. On considére I'application f définie sur E = Ry[X| par f(P) = X P’ — P pour tout
P € Ry[X].



Calculer £(1), f(X) et f(X?).

Montrer que f est un endomorphisme de Ra[X].
Déterminer ker(f) et im(f).

Résoudre les équations XP' — P = X et XP' — P = X2,

> o=

Exercice 19. Montrer que I'application f : R? — R? définie par f(z,y, 2) = (z,y + z,0) est une
projection, et déterminer ses éléments caractéristiques.

Exercice 20. Soit E un espace vectoriel, et soient p, ¢ deux projecteurs de F tels que pogq = gop.
1. Montrer que p o ¢ est un projecteur.

2. Montrer que ker(p o q) = ker(p) + ker(q) et que im(p o ¢) = im(p) Nim(q).



