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FEUILLE DE TRAVAUX DIRIGES N° 3

Sous-espaces vectoriels, combinaisons linéaires

FACULTE DES SCIENCES
MONTPELLIER

1. ECHAUFFEMENT

Exercice 1
Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausse ? A% F

(1) {(z,y,2) € R®, 2 =0} est un sous-espace vectoriel de R® muni des lois usuelles

a a
(2) {(z,y,2) € R3, z =1} est un sous-espace vectoriel de R* muni des lois usuelles

a a
(3) R? est un sous-espace vectoriel de R3

a a

(4) Le sous-ensemble des matrices échelonnées de dimension (n,p) a coefficients réels est un
sous-espace vectoriel de M, ,,)(R) muni des lois usuelles

a a
(5) {f € F(R,R), f(0) =0} est un sous-espace vectoriel de F(R,R) muni des lois usuelles

N N
(6) {f € F(R,R), f(0) =1} est un sous-espace vectoriel de F(R,R) muni des lois usuelles

a a

(7) {(z,y,2) € R tq =, y, 2 sont des irrationnels} est un sous-espace vectoriel de R? muni des
lois usuelles

] ]

2. ENTRAINEMENT

Exercice 2
Parmi les sous-ensembles de R? suivants, dire ceux qui sont stables pour I’addition, pour la
multiplication externe, et enfin ceux qui sont des sous-espaces vectoriels de R? ;

7?; A={(z,y) R’ |z|=yl}; B={(z,y) €R’ z+2y=0}

Exercice 3 **

(1) Vérifier que {(z,y) € R?, z+y =0ouxz —y =0} n’est pas un espace vectoriel pour les
lois usuelles de R2.
(2) Soit E un K-espace vectoriel, et soit A et B deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer

que A U B est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si A C B ou B C A.
1



(3) Reprendre la question 1.

Exercice 4
Soit F' = {(z,y,2) € R3, y =0}.
(1) Justifier que F est un sous-espace vectoriel de R3.

(2) Donner deux arguments pour justifier que CF (complémentaire de F dans R® que 1’on
explicitera) n’est pas un sous-espace vectoriel de R?.

(3) Justifier que le complémentaire d’un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel n’est jamais
un sous-espace vectoriel.

Exercice 5
(1) Verifier que 'ensemble F des fonctions continues sur R nulles en 0 est un espace vectoriel.
(2) Soit T' € R%.. On note Pr le sous-ensemble de E des fonctions périodique de période T'.

(a) Vérifier que Pr est un sous-espace vectoriel de F.

(b) Montrer que F = U P, est un espace vectoriel.
neN*

(c) Est-ce contradictoire avec 'exercice ** ?

Exercice 6
On considére dans R? les vecteurs v1 = (1,1,0), vy = (4,1,4), v3 = (2,—1,4). La famille
(v1,v2,v3) est-elle libre ?

Exercice 7
Montrer que les suites (1)nen, (72)nen, (2%)nen forment une famille libre de RY.

Exercice 8

Montrer que la famille (z — e*) est une famille libre de F(R,R)

A€ER

3. APPROFONDISSEMENT

Exercice 9
(1) Dans £ = R* xR, on définit une loi + par (z,y)+ (2',y') = (z2’,y+y') et une loi externe
par A(z,y) = (2}, \y). Vérifier que (E,+,.) est un R-espace vectoriel.

(2) R? muni de la loi + usuelle et de la loi externe définie par A(x,y) = (A\z,0) est-il un
R—espace vectoriel 7

Exercice 10
Soit E un K-espace vectoriel, A un sous-espace vectoriel de E, tel que A # {0} et A # E.
Montrer que CA U {Og} n’est pas un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 11
Soit vy, ...,v, des vecteurs linéairement indépendants de R".

(1) Les vecteurs vy — vy, ¥ — V3, ...,Vp—1 — Un, U, — v1 sont-ils indépendants ?

(2) Les vecteurs vy + va, U3 + Vs,...,Un_1 + Un, Uy + v1 sont-ils indépendants ?



(3) Les vecteurs vy, v1 + va, v1 + V3 + U3,...,01 + ...Un_1 + Uy, sont-ils indépendants ?

Exercice 12
On considére le Q-espace vectoriel R. Soit NV € N tel que N ne soit le carré d’aucun entier.
Montrer :

(1) VN ¢Q
(2) (1,V/N) est libre
(3) (1,v2,v2) est libre



