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FEUILLE DE TRAVAUX DIRIGES N° 5

Polynémes

FACULTE DES SCIENCES
MONTPELLIER

1. ECHAUFFEMENT

\'% F
(1) L’ensemble des polynomes de degré 2 a coefficients dans R est un sous-espace
vectoriel de R[X] 0 0
(2) Les coordonnées du polynéme P = X2 + 2X + 3 dans la base canonique de Ry[X]
sont (1,2,3). a a
(3) Le polynome (0,1,2,3,0,1,0,0...) est de degré 5 O O
(4) La famille (X, X (X — 1), X(X — 1)?) est une famille libre de R3[X] O O
(5) La famille (X, X(X — 1), X(X — 1)?) est une base de R3[X] 0 0
(6) La famille (2, X — 1, (X —1)(X —2), (X = 3)(X —1)?) est une base de R3[X] O
(7) Le polynéme X2 — 2 admet une racine dans Q O O

Exercice 1
Soient A, P et @ les polynomes suivants :

A=X"4+ X0 4 X% - 3X4 +11X3 +11X2 + 15X — 12
P=X*+X?4+X-1
Q=X*-2X+13
Calculer alors P + Q, PQ et A — PQ.

Exercice 2
Trouver un polynome de degré inférieur ou égal a 3 tel que :

P0)=1, P(1)=0, P(-1)=-2, P(2) =4.

2. ENTRAINEMENT

Exercice 3
Un polynome P est dit inversible dans K[X] lorsqu’il existe Q € K[X] avec PQ = 1. Montrer
que les seuls éléments inversibles de K[X] sont les polyndomes constants non nuls.

Exercice 4
Soient P et @) des polynomes de K[X].

(1) Montrer que si les polynémes P + @ et P — Q sont constants, alors les polynémes P et @
sont constants.
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(2) On suppose le polynome P? — Q? constant et non nul. Montrer que les polynomes P et @Q
sont constants.

Exercice 5
Soit A € K[X] un polynéme non nul, de degré a.

(1) Montrer que pour tout n € N, la famille (1, X,..., X%} A, AX,..., AX") est une base
de Ka_;,_n[X].

(2) Montrer que pour tout polynéome P de K[X], il existe un couple unique (@, R) de polynomes
de K[X] vérifiant :

P =AQ + R et deg(R) < deg(A).

Exercice 6

(1) Soit P € R[X]. On suppose que P admet une racine complexe o € C. Montrer que & est
aussi une racine de P.

(2) Soit P = X* — X34+ 2X2% — X + 1. En remarquant que i est racine de P, factoriser P dans
R (c’est a dire écrire P comme un produit de polynémes non constants a coefficients réels)

Exercice 7 Polynémes interpolateurs de Lagrange
Soient xg,x1,...,2, n+ 1 réels distincts deux a deux. On pose, pour tout entier i € [|0, n|],

n
X —x;
Li:” S
T; — I
j=0"t

e

(1) Veérifier que pour tout couple (7, j) d’entiers, on a
~ 1 sii=y,
Li(z;) = {O 0
sii # j.
(2) Justifier que la famille (Lo, ..., L,) forme une base de R,,[X]
(3) Monter que pour tout (yo,y1,---,¥n) € R il existe un unique polynéme P € R[X] tel

n
que pour tout entier j € [|0,n|], P(x;) = y; et que ce polynéme est P = Z%Lz
i=0
(4) Application : Trouver un polynome de degré inférieur ou égal a 3 tel que :

P(0)=1, P(1)=0, P(-1)=-2, P(2)=4.

Exercice 8

0o 1 -1
Soit la matrice A= [ -3 4 -3, et P le polynéme X2 — 3X + 2.
-1 1 0

(1) Veérifier que P(A) = 0.

(2) Justifier alors que A est inversible, et donner son inverse.



3. EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 9

Soient xzg, 1, ..., T, n+ 1 réels distincts deux a deux. On pose, pour tout entier i € [|0,n|],
n
X —x;
Li=]] 1,
=0 Xr; — CEj
JF#i

n n
Montrer que Z L; =1 et que Z z; L; = X.
i=0 i=0

Exercice 10

(1) On consideére les sous-espaces vectoriel suivants de Ks[X] :
F={PeKs[X], P(0) = P(1) = P(2) = 0};
G ={P e K3[X], P(1) = P(2) = P(3) = 0};
H = {P e K3[X], P(-X) = P(X)}.
Montrer que Ks3[X] = F & G ® H.
(2) On considére les sous-espaces vectoriel suivants de K3[X] :
F={P e Ks[X], P(0) = P(1) = P(-1) = 0};
G ={PeK;[X], P(1)=P(2) = P'(2) =0}
H={PeK3[X], P(-X)=—-P(X)}.
Aton: K3 X|=FeGaeH?

Exercice 11

Soit A = (b d) un élément de Mo (K).

On considére le polynéme P = X2 — (a + d)X + (ad — bc).
(1) Veérifier que P(A) = 0.
(2) En déduire une condition suffisante sur a, b, ¢, d pour que A soit une matrice inversible.

(3) Cette condition est-elle nécessaire ?



