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FEUILLE DE TRAVAUX DIRIGES N° 2

Espaces vectoriels, combinaisons linéaires

FACULTE DES SCIENCES
MONTPELLIER

1. ECHAUFFEMENT

Exercice 1

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausse ? A% F
(1) L’ensemble vide est un espace vectoriel O O
(2) Q est un espace vectoriel sur R 0 0
(3) R est un espace vectoriel sur Q O O
(4) Z est un espace vectoriel sur Q O O
(5) {(z,y) € R?, |z| = |y|} est stable par addition et multiplication externe 0 0
(6) {(z,y) € R, =+ 2y = 0} est stable par addition et multiplication externe O O
(7) le vecteur (1,-2,5) n’est pas combinaison linéaire de (1,-3,2), (2,—4,-1), (1,-5,7).

d d
(8) Dans F(R,R), la fonction @ + sin(2z) est combinaison linéaire de cos et sin. 3 O

N N

2. ENTRAINEMENT

Exercice 2
Justifier que R? muni des opérations @ et © définies de la facon suivante :
wdv = o+ y+y)

VA ER, Yu = (z,y) € R, Vo = («/,y) € R?,
(2, 9) (@', y') Ao = (V2 \%)
n’est pas un espace vectoriel.

Exercice 3
On appelle support d’une suite (u,) ’ensemble J = {n € N, u,, # 0}.

(1) Montrer que I'ensemble S des suites réelles & support fini est un espace vectoriel pour les
lois usuelles.

(2) De maniére analogue, on dit que f € F(R,R) est & support borné si f est nulle en dehors
d’un segment. S désigne ici I’ensemble des fonctions & support borné. On a donc :

Vfe F(R,R), feS« (3(a,b) ER? Vz R, z ¢ [a;0] = f(z) =0).

Montrer que f est un espace vectoriel pour les lois usuelles.
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Exercice 4
Vérifier que I'ensemble A = {(x,y) € R?, x +y = 0 ou x — y = 0} muni des lois usuelles de
R? n’est pas un espace vectoriel.

Exercice 5
Soit E un espace vectoriel réel. Montrer que si F # {0g}, alors F contient une infinité de
vecteurs.

Exercice 6

Les vecteurs (1,1), (3,—2), et (0,0) sont-ils combinaison linéaire des vecteurs u; = (1,1) et
ug = (1,2) ? Plus généralement, quels sont les vecteurs de R? qui sont combinaison linaire de u;
et ug ?

Exercice 7
Le vecteur (4,7, —4) est-il combinaison linéaire des vecteurs (1,2,3), (2,3,7), (3,5,6) ? Si oui,
les coefficients de la combinaison linéaire sont-ils uniquement déterminés ?

Exercice 8

(1) Dans F(R,R), justifier que la fonction polynomiale x + 2 — 22 + 523 est combinaison
linaire des fonctions x + 1, x+ (z — 1), x+ (z —1)%, 2 — (z —1)3.

(2) Dans F(R,R), les fonctions 2 cos, —7 cos, cos X sin sont-elles colinéaires & la fonction cos ?

Exercice 9
Donner une condition nécessaire et suffisante sur les nombres réels a, b, c pour que le vecteur
(a,b,c) € R? soit combinaison linaire de (1,—2,2) et (2, —1,1).

Exercice 10
Soient u = (1,2,0,—1) et v = (3,1, —1,2) dans R*. Pour lequel(s) des vecteurs w la famille
(u,v,w) est-elle libre ?

(1)
(2)

= (72337 717 1)7 (3) w = (0773 71’ 71)7
= (117 173a _1)7 (4) w = (97 _3737 _6)

w
w

Exercice 11
Soient (uy), (vn), (wy) trois suites réelles définies pour n € N par

u, =2", v, =(=3)", w, =n2".

Montrer que la famille ((u,,), (vy), (wy,)) est une famille libre de RY.

Exercice 12 Démonstration du cours
Soit (E,+,.) un espace vectoriel, et F' un sous espace de F stable pour les opérations + et ..
Montrer que (F,+,.) est un espace vectoriel.

Exercice 13
Dans F(R,R), dire si les ensembles suivants sont stables par addition et/ou stables par mul-
tiplication externe :

(1) le sous-ensemble A constitué des fonctions croissants (au sens large) ;



(2) le sous-ensemble B constitué des fonctions monotones (au sens large) ;
(3) le sous ensemble C constitué des fonctions deux fois dérivables vérifiant f”/ +2f —3f =0;

(4) le sous-ensemble D constitué des fonctions f telles que f(0) = 1.

Exercice 14
Dans Pensemble des suites réelles RY, déterminer si les sous-ensembles suivants sont stables
par addition et/ou multiplication externe :

(1) le sous-ensemble constitué des suites u telle que, pour tout entier naturel n, u, > 0;
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(2) le sous-ensemble constitué des suites u telle que, pour tout entier naturel n, w,t, 12 > 0;
(3) le sous-ensemble constitué des suites qui admette une limite finie;
(4)

4) le sous-ensemble constitué des suites qui admet une limite égale a 1.

Exercice 15
Proposer un sous-ensemble strict de Mo (R) stable par addition et par multiplication externe
qui contient au moins deux éléments distincts.

Exercice 16
Soit f : RP — R™ une application linéaire. Démontrer que Ker(f) (resp. Im(f)) est stable par
multiplication externe et par addition dans R? (resp. R™).



