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Examen - session 2
CORRIGE

Exercice 1. (4 points)
(a) La fonction f est le produit de z — e~ *, fonction définie et C*° sur R et de z — In(1 + ax),
1 1
fonction définie et C'*° sur] ——, 4+ [ sia > 0, sur} —00, —— [ sia < 0.
a a

(b) Onaax — 0.
x—0

Alors
f(z) = e *In(l+ ax)

22 a3 a’z?  adz? 3
= 1 _— —_—— — —_
< T+ 6><a:1: 5+ 5 )—i—xgo(x)

a 1 a a?
= —al1l ,) 2 4z 3 3y
ax a<+2 x+a<2+2—|—3>x —I-xgo(x)

(¢c) Comme f est C° en 0, on a d’apres la formule de Taylor-Young et le DL ci-dessus :
f%m:0®a0+g):0®a:0wa:—la

2
1 2
73)(0) = 6a §+g+%—:a@+m+m%ﬂmqﬁWm=oma:Q:—mma:—z
Donc 0 est un point d’inflexion de f si et seulement si a = —2.
y 1
x ==
l 2
N @
N Yy=-2z
y = f(z)
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Exercice 2. (4,5 points)
(a) Posons y = 2z — 322 — 0.

x—0
Alors

1
fla) = ——=1+y+y¥*+y’ +y'+ o (4
1-— Yy y—0
= 14 (22 —32%) + (22 — 32%)% + (2z — 322)® + (22 — 32H)* + 00(1‘4)
T—
L4 (22— 32%) + (42 — 1207 + 92) + (827 — 362") + 162" + o (a7
z—
= 14+2c+2%—42° —11z* + o (a%)
z—0
1 x? 9(z)
1-24 35 - 3-2r+22 =z = 29(@).
0. D’apres le DL de la question on a donc
f(z)
&
= —+2+4+z2+ o (%)
z z—0

1 1
= z+2+—-4+ o ()
T =+ \ T

(d) D’apres le DL ci-dessus, g(x) — (x +2) — 0. La droite d’équation y = = + 2 est donc

T—>+00

(b) Ona f(z) =

1
(c) Onaz=—- —
Xr x—-+o00

g(z) =

T—+00
x — +o00. Le graphe de g est donc au-dessus de sa tangente au voisinage de +c0.

1 1
asymptote au graphe de g en +o00. De plus, g(z) — (x +2) = —+ o () > 0 lorsque
x x

Exercice 3. (5,5 points)
2
(a) Comme festC?surI,ona:3c €z, z+af, f(z+a)=f(z)+af(z)+ O%f”(c).

1 2
(b) Soientz € I et > 0.Laformule ci-dessus s’écrit : f'(z) = — (f(x +a)— f(z) — O;f”(c)> ,
o'

2M M
d’ o f/(Q?)’é |f(.1‘+06)’+|f($)| +g|f/l(c)‘§ (]+Oé 2.
o 2 o 2
M
(c) Pour o = 1 par exemple, d’apres I’inégalité ci-dessus, f’ est bornée sur I par 2M + 72

(d) Soient z,y € I. Comme f est C? sur I, il existe, d’aprés le théoréme des accroissements finis, ¢

dans ]z, y| tel que f'(c) = M et donc
T—y |z —yl
C’est I’inégalité des accroissements finis.
() (i) Pour f = cos, la borne supérieure de | f' = — sin | est égale a 1, d’ou la formule.
1
(ii) Pour f = In, la borne supérieure de |f’| sur |E(x), z[ est égale a @)
T
r — E(x) 1
D 1 — In(F < < .
one |In(z) ~ In(B(a))| < “5i <
2M M- 4 M,
(f) La fonction g est C* sur RY et Vz € RY, ¢'(z) = ——20 + 72 etg’(z) = —30 > 0, donc
x x

M,
g admet un minimum en ¢'(z) = 0 & x = 24 ﬁo < g(x) = 24/ MyM,. D’apres la question
2

onadoncVr € I, |f'(z)| < 2v/MoM,. Donc My < 2+/ MyMs,.
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Exercice 4. (6 points)

I. (a) On raisonne par double implication.
Supposons que ¢ € V. A(uy,), et posons ¢ > 0 et N € N. Soit ¢ une extraction de N telle
que (uy(,)) converge vers c. Soit N' € N tel que Vn > N', |ug(,) — ¢| < e. Lentier
n =max (¢(N), p(N')) vérifie bien n > N et |u, — ¢ < e.
Réciproquement, supposons que Ve > 0, VN € N, In > N, |u, — ¢| < e. Soit donc
no > 0 tel que |uy,, — ¢| < 1, puis, par récurrence, soit, pour k € N*, nj, > ng_1 + 1 tel

w(n)

que |uy,, —c| < iz Posons alors Vk € N, ¢(k) = ny. Par construction, ¢ est une extraction
de N, et la suite (uy 1)) converge vers c. Donc ¢ € VA(uy,).

(b) (i) Supposons que ¢ ¢ V.A(u,). D’apres la question [(a) il existe donce > 0 et N € N
tels que Vn > N, |u, —c| > ¢, ¢’est-a-dire que soit u,, > c+¢, soit u,, < c—e. Soit
N’ € Ntel que Vn > N/, |un+1 — up| < e. Pour n > N’, il est donc impossible
d’avoir par exemple u,, < c—¢ etu,1 > c+e. Donc soit Vn > max(N, N'), u, <
¢ — &, soit Vn > max(N, N'), u, > ¢+ . Dans le premier cas, il y a contradiction
avec le fait que b € V. A(uy,), et de méme dans le second cas pour a.
(i) Dans ce cas, a = min VA(uy,) et b = max V. A(uy,). Donc VA(u,) = [a, b].
I. (a) (i) D’apres 3.(e , ona|upt1 — up| <|In(n+1) —In(n)| =1In (n + 1> — 0,

n n—-+o00

donc up41 —u, — 0.
n—-+oo

1
.. . < . .. 2nmwy < ) s N
(ii) D’apres 3.(e)(ii)l on a |[In(e*"™) — In(pi(n))| < P 0. D’apres

3.(e , on a donc | cos (ln(eQ’”)) — Uy (n)] < | In(e*™™) — In (¢1(n)) | i 0.
Or cos (In(e*™)) = 1, donc Upr(n) S0 1. De méme, w,, (n)

— —1.
n—-+00
Comme (u,,) est bornée par 1, on a donc lim inf u,, = —1 et lim sup u,, = 1.
n—-+00 n——+oo

(b) D’apres L(b)(iD]et[(@)] ona VA(uy,) = [-1,1].

Page 3 sur



