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Examen - session 1
CORRIGE

Exercice 1. (5,5 points)

(a) Soit (uy,) une suite réelle. Un réel ¢ est appelé valeur d’adhérence de (u,,) s’il existe une extrac-
tion ¢ : N — N telle que la sous-suite (u@(n)) converge vers /.

(b) Comme (uy,) est bornée, (v,) est bornée. D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, (vy,)
admet donc une valeur d’adhérence.

2 1 2
(¢c) OnaVn € N, bn:un—gﬁ—kf U2n_§£ =an, — {.Doncb, — O.

2 n——+o0o
(d) Soit ¢ € R une valeur d’adhérence de (v,). Soit ¢ : N — N telle que (v,,)) converge vers c.

Comme (b,,) converge vers 0, (b,(,)) également. Donc vy, ) = 2 (b@(n) — vw(n)) _>—+> —2c.

Donc —2c est valeur d’adhérence de (vy,).

(e) Par une récurrence immédiate, Vp € N, (—2)Pc est valeur d’adhérence de (vy,). La suite (vy,)
est bornée, donc 1’ensemble de ses valeurs d’adhérences également. Or, si ¢ # 0, alors la suite
((—=2)Pc), e est non-bornée. 11y a contradiction, donc ¢ = 0.

(f) On vient de montrer que I’ensemble des valeurs d’adhérences de (v,,) bornée est réduit a {0}.

2
Donc (vy,) converge (vers 0). Donc (uy,,) converge <Vers 36).
Exercice 2. (3,5 points)

(a) Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C" sur [a, b], (n 4 1)-fois dérivable sur ]a, b].
Il existe ¢ € ]a, b[ tel que

(b— )
2

(b—a)"t!

(b—a)"
(n+1)!

— + f(nJrl)(C)

f) = f(a) + f'(a)(b—a) + f"(a) +..+ f(a)

1
(b) (i) Laformule de Taylor-Lagrange appliquée a f al’ordren = lentrea = Oetb = 3 s’écrit :

_ 2
1 1 1 ()" _ /()
= 0, = — ] =f(0 "0)- =+ " 2/ _ )
ae ozl 1(3) =10+ 105+ @y =5
1
La formule de Taylor-Lagrange appliquée a f al’ordren = lentrea = letb = 3 s’écrit :
- - 2
1 1 1 (-3) 1"(e2)
3 -1 Sl=fm+ Q) (-= " 2 =14
ce|pi] £ (3) =10 (-3)+ e -1 5
1 1 1
(i) D’apres I’inégalité admise, max ’f <2> ‘, f <2> — 1‘) > 5

()] | f"(c2)
8 || 8
| f"(c1)| = 4, soit | f"(c2)| > 4.

Donc max , donc max (| f"(c1)|,|f"(c2)]) > 4. Donc soit

N =

)=
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Exercice 3. (4,5 points)

2?2zt

— _ - _ - 4
(a) Posons y = cos(z) — 1 5 + 51 + wgo(m ) z——>(>) 0.
Alors
In(cos(z)) = In(1l+y)
2
.4 2
= y-5+ o) 2
2?2t 1 2?2t 4
= <‘2+24> 2 <‘2+24> 250
2 2t 4
"2 %)
X 1
(b) On acos(a:)z12 = exp (2 In (cos(:c))).
x
1 1 22 5 1
Orgpnleostel) == =+, %) S 7y
— = " 2
Posons donc z = 2 In (cos(z)) + 5 B + zgo(x ) — 0.
Alors ) )
cos(z) =2 e 2
1
= e 267
1
= ez (1+z+ o (z))
9 z—0
1 x
= e 21— 2
< ( 12 % )>
1
_ -1 €2 4 2
R TR

1

1
(c) D’apres le DL ci-dessus, il est immédiat que cos(z) =2 — e 2.
T—

k . . . _1 )
(d) Comme — — 0, on a d’apres la question précédente que u,, —> e~ 2. Par conséquent,
n n—+oo n—-+o0o
2

k 2n ok
K 1
cos <> = uik — (efﬁ) =e "
n n—-+00
27L2

n
k
(e) Soient m,n € Navec m < n. Alors v, — v, = Z cos <n ,

k=m+1
2n2 n

1 — ¢~ (n—m) e—(m+1)

n
kY * i
donc |v, — vy | < cos | — < ek = g~ (m+1) < .
el < 3 feos (7)< 2
k=m+1 k=m+1
Donc Vn > m, |v, — Uy ~y 0, donc (vy,) est de Cauchy. Donc (v;,) est convergente.
m—r—+00
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Probléme. (6,5 points)

I

(a) Ona

f(=)

(b @

(i)

(iii)

1 1 1 [ a?
0 - = —1).
Viep @ T2 <f(fc)2 )
s N . , (fL‘) .'172 2
Or, d’apres la question précédente, =1——+ o (z%),
5 ) X 3 z—0
Lo f@)?  (f@)\ 20 2
dou 2\ =1 3 + a:g()(x )
z? 222
AN 1 - 2 .
d’ou F@)? + 3 +xgo(w )
1 1 2 1 1 2
D — === 1 -
one f(x)? 22 3 +z2>0( )» et done f(x)? a2 20 3

Le DL al’ordre 1 de fenOest f(z) = o+ oo(m). La tangente au graphe de f en

T—
0 estdonc y = x.

3 3
Commef(x)—x:—x——i- 0(.703),01‘1—96— < Osiz > 0, > 0siz < 0,
3 z—0 3

le graphe de f est en-dessous de sa tangente a droite de 0 ; autrement dit : Ja >
0, Vz €]0,qf, f(x) < z.
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(©

Y
y=zx
y = f(z)
Ul p-----=--=-=-"=-=—=-=—----
U p---------—-----
Ugf------ooo--- l
0 d3d2 dl UuQ T

II. (a) La fonction f est strictement croissante sur [0, +oo[ et f(0) = 0. L’intervalle |0, +-o00[ est
donc stable par f. Comme ug > 0, on a donc Vn € N, u,, > 0.

(b) Supposons ug € ]0, a[. D’apres L(b)(iii), Vz € ]0,af, f(z) < z. Donc (uy) est décrois-
sante, et est de plus minorée par 0 d’apres la question précédente. Elle converge donc vers
¢ € [0, [. Comme f est continue sur R, ¢ est un point fixe de f; or 0 est le seul point fixe
de f,donc £ = 0.

1
(c) OnaVn € N, v, = 5 — 3 . Comme u,—; — 0 d’apreés la question
f(un—l) un—l n—-+oo
2
précédente, on a d’apres L(b)(i) que v, —> —.
n—+o00 3
1 1 .. 1
(d OnaVn € N, v1 +... + v, = — — —5, donc ke Bkl ~ —.Dapresle
Uy, 0 n n—+00 NUy
N 1 2 3
lemme de Cesaro, on a donc — o~ ¢ est-a-dire u,, ~ —.
nug; n—+oo 3 n—+oo \ 2n

Page 4 sur@



