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Examen - session 1
(3h)

Les documents, calculatrices et moyens de télécommunication sont interdits.

La notation tiendra largement compte de la qualité de la rédaction.

Les exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans I’ordre souhaité.

Les résultats donnés dans 1’énoncé peuvent étre admis pour traiter les questions suivantes.
Le bareme est indicatif.

Exercice 1. (5,5 points)
(a) Donner la définition d’une valeur d’adhérence d’une suite réelle.
(b) Soient (uy,) une suite réelle bornée et £ € R. Montrer que la suite de terme général v,, = u,, — gé
admet une valeur d’adhérence.

. . , P U2n,
On suppose désormais que la suite de terme général a, = uy + > converge vers L.

. . v
(c) Montrer que la suite de terme général b,, = v,, + % converge vers 0.
(d) En déduire que si ¢ € R est une valeur d’adhérence de la suite (v, ), alors —2c¢ I’est aussi.

(e) En déduire que Vp € N, (—2)Pc est une valeur d’adhérence de (v,,). En déduire par 1’absurde
que ¢ = 0.

(f) En déduire que (v, ) est convergente, puis que (u,,) est convergente.

Exercice 2. (3,5 points)
(a) Enoncer la formule de Taylor-Lagrange (avec les hypotheses).

(b) Soit £ : [0,1] — R de classe C? telle que f(0) = f/(0) = f/(1) = 0et f(1) = 1.
1
(i) En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a f, montrer qu’il existe ¢; € |0, 5 tel que
1 iz 1 1 i
f (2) = / écl), et qu’il existe ¢co € ] 3 l[tel que f (2) —-1= / 5362).
1
2

(ii) On admet I’inégalité suivante : Vo € R, max (|z|, |z — 1|) > =. Déduire de la question

précédente qu’il existe ¢ € |0, 1] tel que |f”(c)| > 4.
Exercice 3. (4,5 points)
(a) Déterminer le développement limité a I’ordre 4 de In(cos(z)) en 0.
(b) En déduire le développement limité a I’ordre 2 de cos(x)=? en 0.
1
(c) En déduire que cos(x)=? — e 3.

z—0
(d) Soit k € N* fixé. En utilisant le résultat de la question précédente, déterminer la limite de la suite

kY 2 _ k
de terme général u,, = cos <> . En déduire que cos () —s e "
n

n n—+o0

2n

E\ R
(e) On admet que Vk < n, 0 < cos () < e *. En déduire que la suite de terme général
n

2n?

k

n
k
Up = Z coS <n est de Cauchy. Que peut-on en conclure ?
k=1
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Probléme. (6,5 points)
Soient f : [—1,1] — R la fonction définie par

Vo € [-1,1], f(z) = tanh(x) = %,

et (uy,) la suite réelle définie par
up >0 et VneN, wu,p1 = f(up).

I. (a) Montrer que le développement limité a 1’ordre 5 de f en 0 est donné par

3

— x 2 5 5
flz) == 3 + T +x30(:1: ).

(b) En déduire que
Q) 1 1 . 2
Vr@? T 2203
(i1) la droite d’équation y = x est tangente au graphe de f en x = 0,
(iii)) do > 0, Vz € ]0,a], f(z) < z.
(c) Représenter sur un méme dessin le graphe de f, sa tangente en x = 0 et les quatre pre-
mieres valeurs de la suite (u,,) en prenant ug = 1.

II. On utilise dans cette partie des résultats de la partie I.

(a) Montrer que Vn € N, u,, > 0.

(b) Montrer que si up < «, alors (uy,) converge vers 0.

On suppose désormais que ug € )0, a.
1
w2 o .

(c) Soit (vy,)n>1 la suite de terme général v, =
n Up_q

. Montrer que (v,,) converge vers

¢ € R. Déterminer ¢.

(d) En appliquant le lemme de Cesaro (rappelé ci-dessous) a la suite (v, ), déterminer un équi-
valent de u,, quand n — +00.

LEMME DE CESARO : Soit (a;),>1 une suite réelle convergente vers ¢ € R. Alors la suite

L a+...+a .
de terme général b, = ——————" converge également vers .
n
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