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vous avez bien compris les exemples et que vous voulez aller plus loin.

o Les démonstrations notées £ et £ sont plus difficiles ou plus longues.
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1 Systemes linéaires

Dans tout ce chapitre, n et p désignent des nombres entiers et jouent les roles suivants :
o n sera le nombre d’inconnues dans les équations (on le suppose > 2);
o p sera le nombre d’équations (on le suppose > 1).

On rappelle que R" est ’'ensemble des n-uplets de nombres réels. Par exemple, (2, —3) € R?
t (0, —v2,m, 1) € R

1.1 Equations et systémes linéaires

Définition 1. Une équation linéaire en les variables z1, . .., z, est une équation
de la forme

a1x1 + asxo + - - - + apxy, = b, (1.1)
ou ai,...,a, et b sont des nombres réels donnés.

Exemple. z + 3y — 2z = 1 est une équation linéaire en z,y, z.

Définition 2. Un systéme d’équations linéaires, ou systeme linéaire, de
p équations en les variables x1,...,x,, est une liste de p équations linéaires en
Z1,...,T,. On écrit un tel systéme en « réunissant » les équations par une accolade :

@111 + a1222 + -+ - + A1pTp = by
(1.2)

Apl @+ GpaTo - Gy Ty — 0y

J

Une équation linéaire est donc un cas particulier de systeme linéaire. Dans ’écriture
(, les nombres a; ; sont appelés les coefficients du systeme, et les nombres b; forment
le second membre. Les coefficients a;; sont repérés par deuz indices : le premier indice
i est I'indice d’équation (indice de ligne), le deuxiéme indice j est 'indice de variable
(indice de colonne, lorsque 'on aligne verticalement les variables de méme indice dans
Pécriture du systeme).

Exemple. Voici deux systemes en x,y, z. Celui de gauche est linéaire, celui de droite ne
I'est pas :
2¢+by— z=-1 . 20 +5y— z=-1
e
3z +4y + 2z =2 Szy+4y +22=2



1 Systémes linéaires

1.2 Solutions d’un systéeme linéaire

Définition 3. Une solution d’un systéme linéaire est un n-uplet (s1,...,s,) € R"
qui est stmultanément solution de chacune des équations linéaires qui composent le
systeme. On dit qu'un systéme est compatible s’il possede au moins une solution,
et incompatible s’il ne possede aucune solution.

Exemple. Le triplet (2,—1,0) est une solution du systéme

20 +5y— z=-1
3r+4y +2z2=2

Ce systéme est donc compatible. Le triplet (—3,1,0) n’est pas solution car il ne vérifie
pas la seconde équation (bien qu’il vérifie la premiere).

Exemple. Le systeme suivant n’est pas compatible :

T+ y+ z2=-1
3z —2y+ z=2
dr — y+2z=0

En effet, tout triplet (z,y, z) qui vérifie les deux premieres équations devrait aussi vérifier
4 — y + 2z = 1 en faisant la somme des deux équations, donc ce triplet ne vérifie pas la
troisiéme équation.

Résoudre un systéme linéaire, ¢’est donner de maniere explicite ’ensemble des solu-
tions du systeéme. Le théoreme suivant est fondamental : il montre qu’il n’y a que trois
possibilités pour cet ensemble des solutions.

Théoréme 4. Soit un systeme linéaire ne possede aucune solution, soit il possede
une unique solution, soit il posseéde une infinité de solutions.

Il est facile de décrire de maniére explicite un ensemble qui ne contient pas d’éléments
ou qui contient un seul élément, comme dans les deux premiers cas du théoréme ci-dessus.
Mais que veut dire « décrire explicitement » lorsque ’ensemble est infini 7 Nous allons
voir que la méthode du pivot de Gauss permet d’obtenir une description paramétrique de
cet ensemble infini, ce qui nous donnera un procédé simple de construction de toutes les
solutions.

1.3 Systémes linéaires homogeénes

Il s’agit d’un cas particulier important de systémes linéaires.



1 Systémes linéaires

Définition 5. Un systéme linéaire est homogene lorsque tous ses seconds
membres sont nuls, c’est-a-dire lorsque by = --- = b, = 0 avec les notations
de . Le systéeme homogéne associé a un systéeme non-homogene est le
systéeme obtenu en remplagant tous les seconds membres par 0.

Exemple. Voici deux systemes linéaires en x,y, z. Le systeme de gauche est homogene,
et c’est le systeme homogene associé au systeme de droite

(1.3)
3r+4y+22=0 3r+4y+2z=2

{2m+5y— z=0 {2x+5y— z=—1

A Un systeme linéaire homogene possede toujours au moins la « solution nulle » 1 =

- = x, = 0. De plus, si (z1,...,2,) en est solution alors (Azy,...,\x,) en est aussi

solution pour tout A € R. Enfin, nous verrons plus loin qu’il y a une relation forte entre

les solutions d’un systéme linéaire non-homogene et celles de son systéme homogene
associé.

1.4 Méthode du pivot de Gauss

La méthode du pivot de Gauss est un algorithme qui permet de transformer, au moyen
d’opérations élémentaires, un systeme linéaire quelconque en un systéme échelonné simple
a résoudre, et cela sans modifier ’ensemble des solutions.

1.4.1 Systémes linéaires échelonnés

Les systemes échelonnés sont les systémes « simples & résoudre » auxquels la méthode
du pivot permet de se ramener. On commence par les définir, puis on explique comment
les résoudre.

On commence par observer qu’une équation linéaire peut étre de trois formes différentes :

\

Définition 6. Soit a1x1 + - - - + apx, = b une équation linéaire.

e Si au moins un des nombres ay, ..., a, n’est pas nul, on dit que I’équation
est réguliere.

e Siag =---=a, =0et b=0, on dit que I’équation est du type 0 = 0.

e Siag=---=a, =0et b+#0, on dit que I’équation est du type 0 = 1.

J

Remarque. A En pratique, on ne travaille pas longtemps avec des équations de type
0 =0 ou 0 = 1. En effet, si un systéme possede une équation du type 0 = 1, alors il
n’admet pas de solutions (systéme incompatible), et s’il posséde une équation du type
0 = 0 alors on peut enlever cette équation du systéme sans changer 1’ensemble des
solutions. Cela étant dit, dans le cas d’un systeme dans lequel les seconds membres sont



1 Systémes linéaires
des parametres, on est souvent amené a rencontrer des équations qui peuvent étre de
type 0 =0 ou 0 = 1 en fonction des valeurs des parameétres. Voir la fin du chapitre.

Dans un systeme linéaire, on s’intéresse au nombre de coefficients nuls qui se trouvent
en téte (au début) des équations régulieres. Par exemple, dans le systéme suivant :

z+t=2 Ox4+0y+ 24+ t=2
r+y+z =1 quis’écrit aussi T+ y+ z2+0t=1 (1.4)
Y +t=5 Oxr+ y+0z4 t=5

toutes les équations sont régulieres, la premiere commence par deux coeflicients nuls
(ceux de z et y), la deuxiéme équation ne commence pas par un coefficient nul, et la
troisieme équation commence par un seul coefficient nul (celui de x).

Dans une équation réguliere, la « variable qui apparait au début de I’équation » est la
premiére variable qui est affectée d’un coefficient non nul. Par exemple, c’est la variable
z dans I’équation Oz + Oy + 2z + ¢t = 2.

e )
Définition 7. Un systeme linéaire est échelonné s’il satisfait les trois conditions
suivantes :

e Il commence par un groupe d’équations régulieres, suivies éventuellement par
un groupe d’équations du type 0 = 1, suivies éventuellement par un groupe
d’équations 0 = 0.

e Dans le groupe d’équations régulieres, le nombre de coefficients nuls au début
des équations augmente strictement quand on passe d’une équation a la
suivante.

Les variables principales d’un systeme échelonné sont les variables qui appa-
raissent au début d’une (et une seule) des équations. Les autres variables sont
appelées variables libres du systéme.[]

a. A Les notions de variable libres/principales n’ont de sens que pour les systémes échelonnés.

. J

Exemple. Le systeme suivant est échelonné :

r — 2z — u+ v=0
y+3z +5u—3v=1 (1.5)
t+2u— v=2

En effet, toutes ses équations sont régulieres, et le nombre de coefficients nuls de chaque
équation est successivement 0, 1, 3, ce qui est bien strictement croissant. Les variables
principales sont x,y, t. Les variables libres sont z, u,v.

(1). On rappelle que les « coeflicients » sont les nombres qui viennent multiplier les variables dans le
systeéme.
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Un systeme échelonné dont toutes les équations sont régulieres comporte au moins
autant de variables que d’équations, puisque chaque équation commence par une variable
différente. Comme on le voit dans le résultat fondamental suivant, deux cas peuvent alors
se produire, selon qu’il y en a le méme nombre ou non.

Proposition 8. Considérons un systéme échelonné dont toutes les équations sont
réguliéres. Alors :

e S’il y a autant de variables que d’équations, le systeme posseéde une unique
solution.

e S’il y a strictement plus de variables que d’équations, le systéme possede une
infinité de solutions, qui sont paramétrées par les variables libres du systeme.

Exemple. Le systeme
2¢0+3y— z=0
—y— z=4
—2z2=2

est échelonné et possede autant de variables que d’équations. Il posséde une unique
solution que 'on détermine en partant du bas : on trouve d’abord z = —1, puis y = 3 en
reportant la valeur de z dans la deuxiéme équation, puis x = 4 en reportant les valeurs
de y et z dans la premiere équation. Donc (4,3, —1) est 'unique solution. L’ensemble des
solutions s’écrit :

S={(4,3,-1)}.
Exemple. Le systeme
20 —by+3z—4t+2u=4
y—5z+2t+2u==6
2t — 6u = —6
est échelonné et comporte strictement plus de variable que d’équations. Si on fait passer les

variables libres z et u du co6té des seconds membres, on obtient un systeme triangulaire en
les variables principales x, y, t, dans lequel les variables libres jouent le réle de parametres :

20 — by —4t=4—-32—-2u
Yy+2t= 645z —2u
2t = —6 4 6u

Pour chaque choix des variables libres z et u, on obtient alors un systéme qui possede
une unique solution ; en résolvant de bas en haut, on trouve successivement :

t=-34+3u, y=12+5z2—8u, x=206411z— 15u. (1.6)

On voit ainsi que les solutions sont paramétrées par les variables libres z et u, qui sont
autorisées a varier librement dans R (d’ott leur nom) : a chaque affectation de valeurs a z
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et u correspond une solution du systéme en prenant les valeurs de x,y,t déterminées par
1) On obtient ainsi une description paramétrique de I’ensemble des solutions :

S={(26+11z — 15u,12 + 5z — 8u,z, -3+ 3u,u) | z,u € R },

ce qui se lit de la maniere suivante :

« ’ensemble des solutions du systeme est ’ensemble des quintuplets de la
forme (26+11z—15u, 1245z —8u, z, =3+ 3u, u), ou z et u prennent n’importe
quelle valeur réelle. »

1.4.2 Opérations élémentaires

Les opérations élémentaires permettent de transformer un systeme linéaire sans modifier
ses solutions. Pour les décrire, on numérote F1, Fo, F5... les équations des systemes.

Définition 9. Les opérations élémentaires sur les équations d’un systeme

linéaire sont :

(1) L’interversion de deux équations E; et Ej, notée E; <> E;.

(2) La multiplication d’une équation E; par un nombre réel \ différent de 0,
notée Ez — >\Ez

(3) L’addition a une équation E; d’un multiple d’une autre équation Ej, notée
FE,+ E, + )\E]‘.

J

Remarques. 1. A Bien noter que l'on suppose A # 0 dans 'opération (2). Si on
remplagait F; par 0F;, on éliminerait tout simplement 1’équation E; et on perdrait
probablement une condition sur les solutions du systeme.

2. De méme, on suppose i # j dans l'opération (3), car remplacer E; par E; + AE;
revient & multiplier E; par 1+ A, ce qui est déja permis par I'opération (2) si A # —1
et qui est interdit si A = —1.

3. A On peut effectuer plusieurs opérations élémentaires simultanément a condition
que cela revienne a les faire successivement. Par exemple, I'opération E; <— AE;+ukE;
(avec \ réel non nul et j indice différent de i) s’obtient en faisant successivement
Ei — AEl puis El — EZ + HE]'.

4. On écrit

>y — Y
OE

pour signifier que ’on passe du systéme ¥ au systéme Y/ par 'opération élémentaire

OFE.

(2). Par exemple, au choix z = u = 0 correspond la solution (26,12,0,—3,0); au choix z = 0,u =1
correspond la solution (11,5,0,0,1), etc.

10



1 Systémes linéaires

Proposition 10. Les opérations élémentaires préservent les ensembles de solu-
tions : si on peut passer d'un systéme Y a un systéme Y’ par une opération
élémentaire, ou par une succession d’opérations élémentaires, alors X et X/ ont les
mémes solutions.

Démonstration. & O

Exemple. Voici un passage d’un systeme a un autre :

20+ 3y— z= 0 2¢4+ 3y—z= 0

dr+ S5y—3z2= 4 ——— —y—z= 4

6r + 10y — 4z =—2 E2+E2-2E y—z=-2
E3<E3—3E;

On y a effectué deux opérations élémentaires simultanément, ce qui est autorisé car cela
revient a effectuer Fy < Fo — 2F7 puis E3 < F3 — 3E1.

Exemple. A Voici un mauvais exemple de passage d’un systeme a un autre :

r+y+z2=0 0=0

r+y+2=0 ———¢0=0

zty+z=0 Eo+E2—Fq 0=0
E3<+FE3—F;
E1<—E1*E3

Clairement, le systeme de droite n’a pas les mémes solutions que celui de gauche, or on
exige que les opérations préservent les solutions. Que s’est-il passé ? Les deux premieres
opérations élémentaires modifient Fy et F5 a 'aide de E1p, et jusque-la tout va bien. Le
probleme vient de la derniére opération, qui vient modifier F & 'aide de « E3 ». Mais
I'opération telle qu’elle est effectuée ici utilise 'ancienne équation E3, et non pas la
nouvelle équation FEj3, celle qui vient d’étre modifiée par ’opération précédente, d’ou une
erreur dans le nouveau systeme.

1.4.3 Méthode du pivot

L’idée de la méthode du pivot est de rendre un systéme échelonné en utilisant comme
« pivot » le premier coefficient non nul d’une équation pour éliminer la variable corres-
pondante dans les équations qui suivent.

Premier exemple : solution unique.
Considérons le systéme suivant en x,y, 2,t :
y— z+ t=0
r+2y+3z2—4t=1

—Ty+3z+ t=-4
2z + 3y — t=-2

(%)

11



1 Systémes linéaires

Pourquoi n’est-il pas échelonné? La premiére variable, x, apparait effectivement dans
le systeme : elle est affectée d’un coefficient non nul dans la deuxiéme et la quatrieme
équation. Pour que le systéme soit échelonné, il faudrait donc que x apparaisse dans la
premiere équation et soit éliminée des autres. Pour cela, on commence par échanger la
premiere équation, dans laquelle x n’apparait pas, avec une des équations dans lesquelles
elle apparait, donc la deuxiéme ou la quatrieme. On choisit la deuxiéme, car le coefficient
de z y est le nombre 1 qui est idéal comme pivot pour un calcul fait par un humain (ce
serait différent pour une machine). D’ou 'opération élémentaire :

y— z+ t=0 lx4+2y+3z2—-4t=1
20+ 3z —4t=1 — t=20
) T+ 2y + oz Y z+
—Ty+3z+ t=—-4 EioE —Ty+3z+ t=-4
2z + 3y — t=-2 2z + 3y — t=-2

On se sert ensuite du coefficient non nul de x dans la premiere équation comme pivot
pour éliminer x des équations suivantes. Ici, seule la quatrieme équation est concernée, et
pour y éliminer x on effectue I'opération E4 < E4 — 2F :

lx+2y+3z—4t=1 lx4+2y+3z—4t=1
— t=20 — t=20
(%) Y z+ - Y zZ+
—Ty+3z+ t=—4  EsEs—2E —Ty+3z+ t=-1
2z + 3y - t=-2 — y—6z4+7t=—-4

Ce dernier systeme est « échelonné en ce qui concerne la variable z ». On continue en
s’intéressant maintenant a la variable y dans les trois dernieres équations.

lx+2y+3z—-4t=1 lx +2y+3z—4t=1

) ly— z+ t=0 ly— z4+ t=0
—Ty+3z+ t=-4 Fye EstTE» —4z+8t=—-4

— y—6z4+7t=—-4 By E4+Es —Tz4+8t=-4

Ce dernier systemé est « échelonné en ce qui concerne les variables « et y ». On continue
en s’intéressant a la variable z dans les deux dernieres équations. On commence par
diviser E3 par —4 pour rendre le pivot égal a 1 :

lx4+2y+32z2—-4t=1 lx +2y+ 3z -4t =1
ly— z+4+ t=0 ly— z4+ t=0
—4z+ 8t =—4  E4+A4E4—TF; 1z—-2t=1
—Tz+8=-4 —Tz+8=-4
puis on élimine z de la derniere équation :
lx +2y+ 3z -4t =1 lx +2y+ 3z -4t =1
ly— 24+ t=0 ly— z+4+ t=0
1z—-2t=1 By« E4+7E3 1z -2t =1
— T2+ 8 =-4 —6t=3

(3). Les pivots seront écrits en gras.

12



1 Systémes linéaires

On obtient un systeme échelonné avec autant de variables que d’équations. Il y a donc
une unique solution, que 1'on détermine en partant du bas. On trouve ¢t = —1/2, puis
z =0, puis y = 1/2 et enfin x = —2. L’ensemble des solutions est réduit a un élément :

S={(-2,1/2,0,-1/2)}.

Deuxieme exemple : infinité de solutions.

Résolvons le systeme suivant en z,y, z,t, u :

20 — by +3z—4t+2u= 4
3r— Ty+2z—5t+4u= 9
5x — 10y — 5z — 4t + Tu = 22

On aimerait se servir du pivot « 2 » dans la premiere équation pour éliminer la variable x
des deux dernieres équations. On essaie d’éviter 'apparition de fractions dans la mesure
du possible :

2z — Sy+3z—4t+2u= 4 2z —by+ 3z— 4dt+2u= 4
3r — Ty+2z2-5+4u= 9 —m8 y— Hz4+ 2t+2u= 6
5r — 10y — 5z — 4t + Tu =22 E2¢2E2-3E) Sy — 25z + 12t +4u=24

E3+2FE3—5F

Dans ce dernier systéme, la variable z a été éliminée des deux derniéres équations. On
se sert ensuite du pivot « 1 » de la deuxiéme équation pour éliminer y de la derniere
équation :

2z —5y+ 3z— 4t+2u= 4 2z —5y+3z—4t+2u= 4
By — 252 + 12t + du =24 TR 2% — 6u=—6

Ce dernier systéme (X5) est échelonné, avec strictement plus de variables que d’équations.
Il y a donc une infinité de solutions, paramétrées par les variables libres 2z et u. On les
obtient en exprimant les variables principales en fonction des variables libres :

20 — by —4t=4—-32 - 2u
Yy+2t= 6452z —2u
2t =—6 4 6u

D’ou
Sy ={ (26 + 11z — 15u, 12 + 5z — 8u, 2z, —3 + 3u,u) | z,u € R },
autrement dit :

« ensemble des solutions est I’ensemble des quintuplets de la forme (26 +
11z — 15u,12 + 52 — 8u, z, —3 + 3u, u), ou 2z et u prennent n’importe quelle
valeur réelle. »
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1 Systémes linéaires

Troisieme exemple : aucune solution.
Résolvons le systeme suivant en x,y, 2, t :
r—2y— z4+3t=0
rT— y+ z+ t=2

—2x+4y+ 5z -5t =3
3z —6y — 6248 =2

On effectue successivement les opérations Fy < Eo— FEq, B3 < E3+2Fq, By < E4—3FE :

1lx -2y — z+4+3t=0 1r —2y— 243t=0

rT— y+ z+ t=2 Yy+22—-2t=2
—

—2x +4y+5z—-5t=3 3z+ t=3

3r — 6y — 62+ 8 =2 —3z— t=2

On peut immédiatement constater que les deux derniéres équation de ce nouveau systéme
ne sont pas compatibles, ou continuer & échelonner :

lx — 2y — 2z+4+3t=0 lx —2y— z+43t=0

ly+2z—-2t=2 ly+2z2—-2t=2
—

3Z+ t:3 FEys+—FE4+E3 3Z+ t:3

—3z— t=2 0z4+0t=5

On obtient une équation du type 0 = 1 dans le dernier systéme, donc il n’y a pas de
solutions. L’ensemble des solutions est vide :

S=0

1.5 Systéemes a paramétres

L’expression systéme & parameétres désigne en réalité une famille de systémes
dépendant d’un ou plusieurs parameétres. La technique de résolution reste la méme :
rendre le systéme échelonné par la méthode du pivot. Mais on sera souvent amené a
« discuter selon la valeur des parametres », que ce soit pour échelonner le systeme ou
pour interpréter le systeme échelonné final.

Paramétres dans le second membre uniquement

Exemple. Considérons que le systeme suivant en x,y, avec parametres a et b :

r+y=a

r—y=>
Il possede une unique solution quelles que soient les valeurs des parametres : cette solution
est z = (a+0b)/2ety=(a—0)/2.

14



1 Systémes linéaires

Exemple. Considérons a présent le systéme suivant en z,y, avec parametres a, b, c :

r+y=a
r—y==»b
2r4+y=c

Les opérations élémentaires Fy < Fy — Ej puis F3 < E3—2F, suivies de Fy < E3 puis
de E3 < E3 — 2F5 donnent :

rT+y=a T+ y=a r+ y=a
r—y=5b — —2y=b—a — —y=c—2a
2r+y=c —y=c—2a Oy =(b—a)—2(c—2a)

Ce dernier systéme est échelonné, avec une équation qui peut étre du type 0 = 1 ou du
type 0 = 0. On est donc amené a « discuter selon la valeur des parametres » :

e Si3a+b—2c#0, alors la derniére équation est du type 0 = 1, et donc le systéeme
n’a pas de solution.

e Si3da+b—2c =0, alors la derniére équation est du type 0 = 0, donc on peut
I’oublier, et le systéme échelonné posséde une unique solution : on trouve y = 2a — ¢
puisx=a—y=—a+c, dou

S={(-a+c2a—-c)}.

Parameétres dans les coefficients

Ce cas demande plus de soin, car il faut s’assurer que les opérations élémentaires sont
bien valides, ce qui demande généralement de « discuter selon la valeur des parametres »
lorsqu’on effectue les opérations élémentaires.

Exemple. Considérons le systéme suivant en x,y avec parametre m € R :

mx+(m+1)y=1
(m+ 1)z + my = 2m

Peut-on se servir du coefficient m comme pivot pour éliminer z de la deuxiéme équation
au moyen de l'opération Fy <— mFEy— (m+1)E; 7 Non, pas sans « discussion » : si m = 0,
alors cette opération n’est pas valide. On doit donc examiner deux cas :

y=1
r =0

11 possede évidemment (0, 1) comme unique solution.

Si m = 0, alors le systéme est :

Si m # 0, alors opération Fy < mEs — (m + 1)E; est valide, et donne :

mz+(m+1y=1 mz+ (m+1l)y=-1
(m+ 1)z + my =2m  BycmBy—(m+1)E (—2m -1y =2m?> —m —1

Ce dernier systeme est échelonné, mais on doit distinguer deux nouveaux sous-cas :

15



1 Systémes linéaires

Si m = —1/2, alors le systeme échelonné s’écrit
—(1/2)z + (1/2)y =1
Oy=20

et donc il possede une infinité de solutions :
S={y-2,9)|yeR}

Sim # —1/2 et m # 0, alors le systéme posseéde une unique solution. Apres sim-
plification :

S§={(m,1-m)}
En conclusion :
e Sim=0,alors S ={(0,1)}.
o Sim=-1/2,alors S ={(y —2,y) | y € R}
o Sim#0etm#—1/2,alors S ={(m,1 —m)}.

1.6 Systemes a coefficients complexes

Voir les exercices.

1.7 Rang d’un systeme linéaire

A Lexpérience montre, et on peut démontrer, que le nombre de variables libres utilisées
pour paramétrer I’ensemble des solutions d’un systeme linéaire compatible ne dépend pas
de la méthode utilisée pour la résolution. Le nombre de variables principales n’en dépend
donc pas non plus (puisque la somme des deux est égale au nombre total de variables).
D’ou la définition ci-dessous.

Définition 11. Le rang d’un systeme linéaire compatible est le nombre d’équa-
tions de n’importe quel systéme échelonné obtenu par des opérations élémentaires.

Il peut exister plusieurs maniéres d’échelonner un systéme linéaire donné. Il peut aussi
arriver qu’'une technique astucieuse donne plus rapidement les solutions. Considérons par
exemple le systéeme suivant en x,y, 2 :

{x—y—l—z+t:0 w7

r+y+z =0

Ce systeme n’est pas échelonné si on prend les variable z,y, z,¢t dans cet ordre. La
méthode du pivot donne :

rT—y+z+t=0 r— y+z+t=0
r+y+z =0 ExF>2—FE 2y —t=0
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1 Systémes linéaires

d’ou I'ensemble de solutions paramétré par z et t :
S={(-t/2—-21/2,2,t) | 2,t € R} (1.8)

A Le rang du systeme 1} est donc égal a 2.
Mais le systeme (|1.7)) est échelonné si on le regarde « de droite a gauche et de bas en

haut », autrement dit si on le voit comme :

t+z—y+z=0
z4+y+x=0

auquel cas on voit que les solutions sont paramétrables par x et y, d’ou I’ensemble de
solutions :

S ={(z,y,—z —y,2y) | x,y € R}. (1.9)

Les expressions (|1.8)) et ([1.9) sont deux descriptions différentes du méme ensemble de
solutions. On constate que le nombre de variables utilisées pour paramétrer les solutions
est le méme dans les deux cas.

1.8 Exercices

Exercice 1. Résoudre les systémes linéaires suivants.

3r —y+z2=5 z+y+z=1 3r— y+z2=5
2r4+y—z=1 () z—y—2=2 (e) x4+ y—z=-2
(2) r—y+z=2 de —y—2=3 —z+2y+z2=3
de4+y+z=3
20+ y—z=1 r+y+z—1t=1 r+2y— z4 3t =0
(b) $3x 43y —z=2 (d) Sx—y—2z+t=2 (f) y+ z—2t+2u=0
2z + 4y =2 r—y—z—1t=3 20+ y— 5z —4du=0

Exercice 2. Résoudre les systémes & parametres suivants.

=0

(a) rhmyt avec parametre m € R.
mr+ y+mz=0
mr+ y+ z=0

(b) r+my+ z=0 avec parametre m € R.
z+ y+mz=0
T+ay+a?z=0

(¢) § az+ y+ az=0 avec parameétre a € R.
a’r +ay+ z2=0

Exercice 3. Résoudre les systémes a parametres suivants.
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rT—2y=a
(a) ¢ —x+ y=0>b avec parametres a,b,c € R.
2 —dy =c¢

T+2y+3z2=a
(b) {2z +5y+3z=0>b avec parameétres a,b,c € R.
T +8z=c

Exercice 4. Résoudre les systémes & parametres suivants.
r— Yy+z=m
1. de+my—2z=1 avec parametre m € R.
r— y—z=1

{maH— y+ z=1

rT+my+ z=m avec parametre m € R.

T+ y+mz=m?

Exercice 5. Résoudre les systémes a coefficients complexes suivants.

z+1w=0

1. avec inconnues z,w € C.

iz— w=20

[
{1+1z+ 2w =0
g8

2.

avec inconnues z,w € C.
1—dw=0

+22=0
y— iz=0 avec inconnues z,y, z € C.

—r+iy— 2=0
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2 Espaces vectoriels

2.1 L’espace vectoriel R"

© On commence par décrire exemple fondamental d’espace vectoriel pour le concours :
I’ensemble R"™ des n-uplets de nombres réels. Quasiment tous les sujets de concours
récents se placent dans R”, et méme plus précisément dans R?, R? ou R*.

- N
Définition 12. Un n-uplet de nombres réels est une suite finie ordonnée de n
nombres réels, avec d’éventuelles répétitions. On écrit (z1, ..., x,) pour désigner
le n-uplet composé des nombres réels x1, ..., z, pris dans cet ordre. On dit que x;
est la i° composante, ou coordonnée, de (z1,...,x,). L’ensemble des n-uplets
de nombres réels est noté R™.

J

Un n-uplet est aussi appelé un couple lorsque n = 2, un triplet lorsque n = 3, un
quadruplet lorsque n = 4, etc. Par exemple, (1,3) est un couple, (1,2,—3) est un
triplet, et (v/3/2,—2,0,1) est un quadruplet. L’ordre et les éventuelles répétitions sont
importants : ainsi (1,3) et (3,1) sont des couples différents, eux-mémes différents du
triplet (1,3,1).

Dans le cadre de I’algebre linéaire, les n-uplets sont appelés vecteurs et les nombres
réels sont appelés scalaires. Un vecteur important est le n-uplet dont toutes les compo-
santes sont nulles. On le note Or~ et on le nomme vecteur nul :

ORn - (0’,0)

On définit a présent les deux opérations fondamentales qui font de R™ un espace
vectoriel : 'addition de deux vecteurs et la multiplication d’'un vecteur par un scalaire.

Définition 13. Soient z = (x1,...,2,) et y = (Y1, .. .,Yn) deux n-uplets, et soit
A un nombre réel.
o La somme de z et y est définie par x + y := (1 + y1,...,Tn + Yn).

o Le produit de x par X est défini par Az := (Ax1,...,\xy,).

\. J

Exemple. Dans R?, on a (3,1) + (1,2) = (4,3) et 3(1,—2) = (3, —6).

Représentation géométrique de R2. Considérons le plan muni d’un repere (O; 7, 7).
On peut alors représenter tout couple (z1,22) € R? par un point A du plan, et récipro-
quement. Au lieu de représenter le couple par un point, on peut aussi le représenter par
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2 Espaces vectoriels

une fleche issue de l'origine et d’extrémité ce point, ce qui correspond mieux a la notion
de « vecteur » Voir la figure

T2 T2
1r---- . (2, 1) 1F----2 ‘ (2, 1)

: > L1 : T
0 2 0 2

FIGURE 2.1 — Un couple vu comme un point (a4 gauche), et comme une fleche (& droite)

L’addition des vecteurs, qui se fait géométriquement par la « régle du parallélogramme »,
et la multiplication d'un vecteur par un scalaire sont illustrées par la figure

o Lo
(4,3)
(1,2)
3x
(3,1) T
Ox
T1 L1
0 —2x

FIGURE 2.2 — Somme de deux vecteurs (a gauche) et multiples d’un vecteur (& droite)

Représentation géométrique de R3. On a de méme une représentation géométrique
des triplets (x,v,2) € R? par des points de I'espace muni d’un repere.

2.2 Espaces vectoriels : définition

Un espace vectoriel est un ensemble muni de deux opérations vérifiant quelques regles
de calcul élémentaires, a partir desquelles on déduit d’autres regles de calcul utiles.

© Seuls les espaces vectoriels réels sont au programme. Les épreuves du concours font
peu appel a la définition qui va suivre, car elles se placent dans des espaces vectoriels
concrets, essentiellement R"™.

(1). Attention, le vecteur nul ne se préte pas a cette représentation par une fleche orientée.
(2). Ici, la représentation par des points, et non par des fleches, est plus adaptée.
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Définition 14. Un espace vectoriel réel est un ensemble non vide E dont les
élements sont appelés vecteurs, muni d'une opération interne qui a deux vecteurs
u, v associe un vecteur noté u + v et d’une opération externe qui a un nombre réel
A et un vecteur u associe un vecteur noté \.u, vérifiant les conditions suivantes :

1. u+v = v+ u quels que soient u,v € E;
2. (u+v)+w=u+ (v+w) quels que soient u,v,w € E;

3. il existe un vecteur particulier Og tel que v+ O0g = O + u = u quel que soit
u € F;

pour tout u € F, il existe un v € E tel que u4+v=v+u =0g;
1.u = u quel que soit u € F;

A (pw) = (An).u quels que soient A, u € R et u € E;

A.(u+v) = Au+ Ao quels que soient A € R et u,v € E;

L N & & =

(A + p).u = Au+ pu quels que soient A, u € Ret u € E.

\. J

Les nombres réels, par lesquels on peut multiplier les vecteurs, sont appelés scalaires.
L’opération qui a deux vecteurs u et v associe u + v est appelée addition des vecteurs,
celle qui a un scalaire A et un vecteur u associe A.u est appelée multiplication d’un
vecteur par un scalaire. On écrit le plus souvent Au au lieu de A.u.

La condition 1 dit que 'addition est commutative, la condition 2 dit qu’elle est
associative. La condition 3 dit que O est un élément neutre pour I'opération +, et on
montre facilement qu’il ne peut exister qu'un seul vecteur ayant cette propriété. On dit
que Og est le vecteur nul de l'espace vectoriel. La condition 4 dit que tout vecteur
possede un symétrique pour la loi +, et on montre facilement que ce symétrique est
unique. Le symétrique de u est noté —u et est appelé 'opposé de u.

Les huit conditions de la définition [14] doivent étre vues comme des « reégles de calcul
élémentaires » dans un espace vectoriel. A partir de celles-ci, on démontre d’autres régles
de calcul utiles, notamment parmi les plus utilisées :

¢ Quels que soient les vecteurs u, v, w, si 4 + v = u + w alors v = w.

e Oru = 0 quel que soit le vecteur u, et de méme AOg = O quel que soit le scalaire
A

e Quel que soit u € E, on a —u = (—1)u, autrement dit (—1)u est 'opposé de u.
e SiAu=0g, alors A =0 ou u = 0g.
Démontrer ces nouvelles régles de calcul est un exercice instructif £ .

2.3 Autres exemples d’espaces vectoriels

Voici d’autres exemples importants d’espaces vectoriels.
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2.3.1 Suites réelles

Notons Sy(R) 'ensemble des suites de nombres réels indexées par N. Une telle suite
est notée u = (up)pen-
Exemple. Les suites (2"),en, (%H)neNv (=1)")nen.

On définit la somme u + v de deux suites, et le produit Au d’une suite par un nombre
réel, de maniere analogue a ce que l'on a fait pour les n-uplets :

U+ v:= (Up + Un)nen €t Au:= (Aup)nen.

Par exemple, (2")pen + (3" )nen = (2 + 3")nen et 2(2™)nen = (2" ) nen.

On vérifie sans difficulté que Sy(R), muni de ces deux opérations, est un espace vectoriel
réel. Son vecteur nul est la suite nulle.

Variantes. On a de méme ’espace vectoriel des suites indexées par N*, par les entiers
supérieurs ou égaux a 2, etc.

2.3.2 Fonctions réelles

Notons F(R,R) 'ensemble des fonctions définies sur R et a valeurs dans R. On définit
de la maniere usuelle la somme f + g de deux fonctions f et g, et le produit Af d’une
fonction f par un nombre réel X :

(f+9)(x) = flz) +g(x) et (Af)(x) = Af(z).

On vérifie sans difficulté que F(R,R), muni de ces deux opérations, est un espace vectoriel
réel. Son vecteur nul est la fonction nulle.

Variantes. On a de méme 'espace vectoriel des fonctions réelles définies sur R+, sur
[0, 1], etc.

2.3.3 Matrices ®

L’ensemble M, ,(R) des matrices réelles a n lignes et p colonnes, muni des deux
opérations « addition des matrices » et « multiplication d’une matrice par un nombre »,
est un espace vectoriel réel.

2.4 Sous-espaces vectoriels

La plupart des espaces vectoriels que ’on rencontre sont soit des espaces vectoriels de
référence (on vient d’en donner les principaux), soit des sous-espaces vectoriels d’espaces
vectoriels déja connus. Il suffit de vérifier trois conditions simples (voir la définition
ci-dessous) pour montrer que le sous-espace vectoriel « hérite » des opérations de 1’espace
de référence, et devient ainsi lui-méme un espace vectoriel.

On se place dans un espace vectoriel E.
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Définition 15. Un sous-espace vectoriel de E est un sous-ensemble F' de E
qui vérifie les trois conditions suivantes :

1. Op appartient a F';
2. u+ v € F quels que soient u,v € F';
3. MAu € F quels que soient u € F et A € R.

Exemples. ¢
o {0g} et E sont toujours des sous-espaces vectoriels de E.

{(z,2z) | # € R} est un sous-espace vectoriel de R2.

{(z,y) € R? | x +y = 1} n’est pas un sous-espace vectoriel de R2.

e {(7,y,2) €R3| x4y + 2 =0} est un sous-espace vectoriel de R3.

« @ L’ensemble des matrices 2 x 2 symétriques est un sous-espace vectoriel de Ma(R).

Remarques. 1. La condition 2 dit que F' est stable par addition. La condition 3 dit
que F est stable par multiplication par les scalaires.

2. Les conditions 2 et 3 peuvent étre remplacées par I'unique condition suivante :
Au + pv € F quels que soient u,v € F et A\, € R. La condition 1 est parfois
remplacée par la condition « F' n’est pas vide ».

Théoréme 16. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F', muni des restrictions
de I'addition de E et de la multiplication par les scalaires, est lui-méme un espace
vectoriel.

Démonstration. &' On vérifie les huit conditions de la définition « espace vectoriel ».

O
Proposition 17. Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors leur
intersection F' N G est un sous-espace vectoriel de E.
Démonstration. 4 Vérification directe. O

Remarque. La réunion F'UG n’est généralement pas un sous-espace vectoriel (seulement
si ' C GouG C F), et le complémentaire F \ F n’est jamais un sous-espace vectoriel (il
ne contient pas le vecteur nul). Voir Iexercice

© La proposition qui suit est importante : considérer I’ensemble des solutions d’un
systéme linéaire homogene & coefficients réels est I’'une des deux maniére fondamentales
de se donner un sous-espace vectoriel de R (I’autre est de considérer I’ensemble des
combinaisons linéaires d’une famille de vecteurs, voir la section .
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Proposition 18. L’ensemble des solutions d’un systeme linéaire homogene a n
inconnues est un sous-espace vectoriel de R”.

Démonstration. & On le démontre pour une équation, puis on applique la proposition
qui précede. O

Exemple. Soit F = {(z,y,2,t) eR* |z +y — 22—t =0,2 —y +t = 0}. Il s’agit d'un
sous-ensemble de I’espace vectoriel de référence R*, donné comme 1’ensemble des solutions
de deux équations linéaires homogenes. C’est donc un sous-espace vectoriel de R?.

Application : sous-espaces vectoriels de R? et de R3. La proposition [L8 permet de
dire que :
e Les droites de R? passant par l'origine sont des sous-espaces vectoriels de R2.
Chaque telle droite est en effet ’ensemble des solutions d’une équation linéaire
homogene.

o Les droites et les plans de R? passant par l'origine sont des sous-espaces vectoriels
de R3. Chaque tel plan (respectivement droite) est en effet ’'ensemble des solutions
d’une équation linéaire homogene (respectivement d’un systéme linéaire homogene
a deux équations).

2.5 Combinaisons linéaires

On se place dans un espace vectoriel E.

Définition 19. Soient u1,...,ur € F et A\1,..., Az € R. On dit que le vecteur

Aug + -+ Agug (2.1)
est la combinaison linéaire des vecteurs uq,...,u; affectés des coeflicients
Alyeees Ao

Les coefficients peuvent étre des réels quelconques, y compris 0. Voici quelques exemples
de combinaisons linéaires de deux vecteurs uj et us :

1
ul +ug, 2u; — 3ug, 5w + JU2, U1, Of.

Pour les deux derniers, on a en effet u; = 1luy + Oug et O = Oug + Ouo.

Exemple. ¢ Dans £ = R? :
1. (2,3,4) est combinaison linéaire de (0,1,2) et (1,2, 3).
2. Tout vecteur est combinaison linéaire de (1,0,0), (0,1,0) et (0,0, 1).
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Remarques. ¢
1. A Le vecteur nul Op est toujours combinaison linéaire de wq,...,ux, quels que
soient u1,...,Us.
2. Si F' est un sous-espace vectoriel de F, alors toute combinaison linéaire d’un nombre
quelconque de vecteurs de F' appartient encore & F' (démonstration par récurrence).

Cas particulier : colinéarité de deux vecteurs Lorsque & = 1 dans la définition précé-
dente, on a un vocabulaire particulier.

Définition 20. Soient u, v deux vecteurs. On dit que v est colinéaire a w si c’est
un multiple de u, c’est-a-dire s’il existe A € R tel que v = Au. On dit que u et v
sont colinéaires si I'un des deux est colinéaire a 'autre.

A Le vecteur nul 0y est colinéaire A tout autre vecteur, mais le seul vecteur colinéaire a
Og est Og lui-méme.

2.6 Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs

N\

Définition 21. Soit (ui,...,u;) une famille de vecteurs de E. On note
Vect(uq, ..., ux) 'ensemble des vecteurs de E qui peuvent s’écrire comme combi-
naison linéaire de uq,...,uy :

Vect(uy,...,ug) :={v € E|IN,...; s ERjv=A\ug + -+ A\gug}

On dit que Vect(uq, ..., ux) est le sous-espace engendré par u, ..., ug.
Remarques. 1l est évident que Vect(uq,...,ux) ne dépend pas de l'ordre dans lequel
les vecteurs uy, ..., u sont écrits. Par convention on pose Vect(@) = {0g}.

Exemples. ¢
1. DansR3 ona (1,6,11) € Vect((1,0,—1),(1,2,3)), mais (—1,2,3) ¢ Vect((1,0,—1), (1,2, 3)).
2. R? = Vect((1,1), (1, -1)).

A Le résultat suivant dit que le sous-espace engendré par uq,...,ux est le plus petit
sous-espace vectoriel de E qui contient tous les vecteurs uq, ..., uk.

Théoréme 22. Soient uq,...,u; € E. Alors :

1. Vect(uq,...,u) est un sous-espace vectoriel de E, et chacun des vecteurs
uy,...,u appartient a Vect(us,. .., ug).

(3). L’intérét est d’avoir des résultats plus simples & énoncer par la suite.
(4). Le plus petit au sens de 'inclusion.
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2 Espaces vectoriels

2. Si F' est un sous-espace vectoriel de E et si uq,...,u, appartiennent a F,
alors Vect(uy, ..., ux) est contenu dans F.
Démonstration. 4 O

Exemple. #* On pose F = Vect((1,1,—1,-1),(1,-1,1,-1)) et G = {(z,y, z,t € R* |
r+y+z+t=0} Alors F C G.

Dans le résultat suivant, dont on se servira plus loin, on s’intéresse a ce qui se passe
lorsqu’on rajoute un vecteur a la famille.

Proposition 23. Soient uq,...,u; et v des vecteurs de E. Alors :
(a) Vect(u,...,ur) C Vect(uq,...,ug,v).

(b) Vect(uq,...,ur) = Vect(uq,...,ux,v) si et seulement si v € Vect(uy, ..., ug).

Démonstration. & O

2.7 Familles libres et familles génératrices

On se place dans un espace vectoriel E. Etant donnés des vecteurs uy, ..., uy, on
rappelle que Vect(uy, ..., uy) est 'ensemble des vecteurs v € E qui peuvent s’écrire sous
la forme

v =AUl + -+ Apuk (2.2)

avec Aq,...,Ar € R. On dit qu’un tel vecteur v se décompose comme combinaison
linéaire de w1, ..., ux, ou plus simplement que v « se décompose sur uq, ..., ug ».

Définition 24. Soient ui,...,u; des vecteurs de E. On dit que la famille
(u1,...,ux) est libre, ou encore que les vecteurs uq,...,u; sont linéairement
indépendants, si tout vecteur v € Vect(uq,...,ux) se décompose de maniére
unique comme combinaison linéaire de u1, ..., u;. On dit que la famille (u1, ..., ug)
est liée si elle n’est pas libre.

J

Remarques. Par convention, on dit que la famille @ est libre. Il est évident d’apres
la définition que toute sous-famille d’une famille libre est libre, et que toute sur-famille
d’une famille liée est liée. 1l est également évident que le fait qu'une famille soit libre ou
non ne dépend pas de l'ordre des vecteurs dans la famille. Enfin, toute famille contenant
le vecteur nul est liée, de méme que toute famille dans laquelle un vecteur est répété.

A La définition « famille libre » que ’'on vient de donner est naturelle, mais elle ne donne
pas de moyen rapide de vérifier si une famille est libre ou non. L’intérét du point 1 du
théoreme qui suit, qui est d’ailleurs la définition de « famille libre » qui est généralement
donnée, est de dire qu’il suffit de regarder un seul vecteur : le vecteur nul.
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Proposition 25. Soient ui,...,u; des vecteurs de F.

1. A La famille (u1,...,uy) est libre si et seulement si la seule combinaison
linéaire de uq, ..., ur qui est égale au vecteur nul est celle dans laquelle tous
les coefficients sont nuls.

2. La famille (ug,...,ux) est liée si et seulement si 'un de ses vecteurs est
combinaison linéaire des autres (ici on suppose k > 2).

Démonstration. 4 O

Exemple. ¢* Dans R3 :
o la famille ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) est libre;
o la famille ((1,2,3),(2,3,4),(3,4,5)) est liée.

Le cas d’une famille & 1 ou 2 vecteur est particulierement fréquent :

Corollaire 26. Une famille constituée d’un seul vecteur est libre si et seulement
si ce vecteur n’est pas nul. Une famille constituée de deux vecteurs est libre si et
seulement si ces deux vecteurs sont non colinéaires.

Démonstration. & O

Exemple. ¢* Dans R? :

o Le vecteur (1,0, —1) constitue & lui seul une famille libre.

e La famille ((1,0,—-1),(1,2,3)) est libre, et la famille ((1,0,—1),((—2,0,2)) est liée.
A Dos qu’il y a strictement plus que deux vecteurs dans une famille, le fait que les

vecteurs soient non colinéaires deux a deux n’entraine pas que la famille soit libre.
Par exemple, la famille ((1,0), (0,1),(1,1)) n’est pas libre (¢*).

Définition 27. Soient ui,...,u;r des vecteurs de E. On dit que la famille
(u,...,ur) engendre E, ou encore que c’est une famille génératrice de E,
si tout vecteur v de E se décompose comme combinaison linéaire de uq, ..., ug.

Remarques. Par convention, on dit que la famille vide @ engendre le sous-espace
nul {Og}. Il est évident par la définition que toute sur-famille d’une famille génératrice
est génératrice, et que le fait qu’une famille soit génératrice ou non ne dépend pas de
l'ordre des vecteurs dans la famille.

A Lorsque F est un sous-espace vectoriel d’'un espace plus gros, il est important que
les vecteurs d’une famille génératrice de F soient bien des vecteurs de E. Par exemple,
puisque la famille ((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)) engendre R3, il est vrai que tout vecteur

(5). Il S’agit d’une erreur trés fréquente.
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de E := {(x,y,2) € R3 | x +y + 2z = 0} est combinaison linéaire de (1,0,0), (0,1,0) et
(0,0,1). Mais ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) n’est pas une famille génératrice de E, car ses
vecteurs n’appartiennent pas a F.

Le résultat suivant permet de comprendre & quelle condition une famille libre reste

libre lorsqu’on lui rajoute un vecteur, et a quelle condition une famille génératrice reste
génératrice lorsqu’on lui enleve un vecteur.

Proposition 28. Soient uq,...,u; et v des vecteurs de E.
1. On suppose que (u1,...,uy) est libre. Alors (ug,...,ux,v) est encore libre si
et seulement si v n’est pas combinaison linéaire de uy, ..., ug.
2. On suppose que (uq,...,ux,v) engendre E. Alors (ug,...,u;) engendre
encore F si et seulement si v est combinaison linéaire de uq, ..., ug.
Démonstration. & O
2.7.1 Bases

On se place dans un espace vectoriel E.

Définition 29. Une base de E est une famille de vecteurs de E qui est libre et
qui engendre E.

Exemple. A Dans R™, posons e := (1,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0)...., e, = (0,...,0,1).
Alors (eq,...,e,) est une base de R", appelée la base canonique|'®’|de R".

A Un espace vectoriel donné posséde de nombreuses bases (une infinité, en fait). Par
exemple, ((1,0),(0,1)) et ((1,1),(1,—1)) sont deux bases de R.

Théoréme 30. Soit B = (uq,...,u,) une famille de vecteurs de E. Il y a équiva-
lence entre :

1. B est une base de F.
2. Tout vecteur de E se décompose de maniére unique comme combinaison

linéaire de uq, ..., uy :

Voe E, A, ..., ER | v = Aug + -+ + Apup. (2.3)

J

Remarque. Signalons deux autres caractérisations utiles pour I'intuition : il y a équiva-
lence entre (i) B est une base de E; (ii) B est une famille libre maximale, c’est a dire
qu’elle est libre mais qu’elle cesse de I’étre des qu’on lui rajoute un vecteur, quel qu’il

(6). Une base « canonique » est une base « plus simple que toutes les autres ». D’autres espaces vectoriels
que R™ possédent des bases canoniques.
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soit; (iii) B est une famille génératrice minimale de E, c’est a dire qu’elle engendre E
mais qu’elle cesse de le faire des qu’on lui enléve un vecteur, quel qu’il soit.

Démonstration. 4 O
Définition 31. Soit B = (uy,...,u,) une base de E, et soit v € E. Les nombres
réels A1, ..., \, vérifiant 1’égalité (2.3) sont appelés les coordonnées, ou compo-
santes, du vecteur v dans la base B.

Exemple. A Les coordonnées de x = (1,...,zy) € R™ dans la base canonique de R"
sont les nombres x1,...,z, dans cet ordre. En effet :

(x1,...,zn) =21(1,0,...,0) + -+ -+ x,(0,...,0,1).

A Les coordonnées d’un vecteur dépendent de la base choisie, comme on le voit dans
I’exemple suivant.

Exemple. Les coordonnées de (3,1) dans la base canonique sont 3 et 1, dans cet
ordre (voir 'exemple précédent). Les coordonnées du méme vecteur (3,1) dans la base
((1,1),(1,—1)) sont 2 et 1, car (3,1) =2(1,1) + 1(1,—-1).

Théoréme 32 (théoreme de la base incomplete / de la base extraite). On suppose
que G = (vy,...,v;) est une famille génératrice de E.

1. Soit £ = (uy,...,ux) une famille libre de vecteurs de E. Alors k <, et si £
n’est pas une base de E alors on peut la compléter en une base de F en lui
ajoutant des vecteurs de G.

2. 11 existe une base de E extraite[ de G.

a. C’est-a-dire obtenue a partir de G en lui enlevant un certain nombre de vecteurs, éventuell-
lement aucun si G est déja une base.

\. J

Démonstration. #'¢ O

Exemple. Dans R?, posons u = (1,0,0) et v = (1,1,0). Ces deux vecteurs ne sont pas
colinéaires, donc (u,v) est une famille libre. Pour la compléter en une base de R3, on
va lui ajouter un vecteur (car la dimension de R3 est 3, et que toutes les bases de R?
posseédent 3 vecteurs, voir ci-dessous). La base canonique ((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)) est
génératrice, donc on peut compléter en prenant un vecteur bien choisi de cette base.
Attention : on ne peut pas compléter par (1,0,0) puisque c’est le vecteur u, et pas non
plus par (0,1,0), car c’est v — u. Mais on vérifie facilement que (u,v, (0,0, 1)) est bien
une base de R3.

Corollaire 33. Si E posséde une famille génératrice finie, alors E possede une
base finie.
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2.8 Dimension d’un espace vectoriel

© Le programme du concours se limite aux espaces vectoriels de dimension finie (voir
définition ci-dessous).
On se place dans un espace vectoriel E.

Définition 34. Un espace vectoriel est de dimension finie s’il posseéde une base
constituée d’un nombre fini de vecteurs.

Remarque. On trouve souvent la définition : « F est de dimension finie s’il posséde une
famille génératrice constituée d’un nombre fini de vecteurs ». Les deux définitions sont
équivalentes (voir le corollaire de la section précédene).

A On suppose désormais que E est de dimension finie.

Théoréme et Définition 35. Toute les bases de E possédent le méme nombre
de vecteurs. La dimension de E, notée dim(FE), est le nombre de vecteurs de
n’importe quelle base de E.

Démonstration. & O

Exemple. La base canonique de R™ possede n vecteurs, donc R™ est de dimension finie
et sa dimension est n.

Exemple. La dimension de {(x,y,2) € R® | 2 +y + 2 = 0} est 2. En effet, une base de
ce sous-espace vectoriel de R3 est ((—1,1,0),(—1,0,1)).

A © Plus généralement, la méthode du pivot de Gauss donne automatiquement une
base de I’ensemble des solutions d’un systeme linéaire homogene.

e A

Théoréme 36. Soit n = dim(E). Alors :
1. Propriétés des familles libres de F :
a) Toute famille libre possede au plus n vecteurs.
b) Tout famille libre qui posséde n vecteurs est une base de E.
c¢) Toute famille qui possede strictement plus de n vecteurs n’est pas libre.
2. Propriétés des familles génératrices de F :
a) Toute famille génératrice de E posséde au moins n vecteurs.

b) Toute famille génératrice de E qui possede n vecteurs est une base
de F.

c¢) Toute famille qui possede strictement moins de n vecteurs n’engendre
pas E.
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Démonstration. & O

Exemple. Considérons E = Vect(u,v,w), ou v = (2,1,-3,1), v = (4,3,2,-5) et
w = (—1,2,3,4). Par définition, la famille (u,v,w) engendre E. Donc dim(E) < 3.
D’autre part, il est clair que la famille (u,v) est libre. Donc dim(E) > 2. Ainsi la
dimension de E est 2 ou 3. Pour aller plus loin, il faut déterminer si la famille (u, v, w)
est libre ou non : si elle I’est alors c’est une base de F qui est donc de dimension 3, si elle
ne l'est pas alors (u,v) est une base de E qui est donc de dimension 2.

Proposition 37. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors dim(F") < dim(F),
avec égalité si et seulement si F' = E.

Démonstration. #¢# O

Exemple. Considérons F' = Vect((1,1,—1,-1)(1,-1,1,-1)) et G = {(z,y,2,t) € R* |
x+y+z+t=0,y+ 2z =0} Il est facile de voir que F' et G sont tous les deux des
sous-espaces vectoriels de R* et qu’ils sont de méme dimension 2. De plus, les deux
vecteurs qui engendrent F' vérifient les deux équations qui définissent G, donc F' est un
sous-espace vectoriel de G. D’apres la proposition précédente, on a donc F' = G.

Définition 38. Une droite vectorielle (respectivement un plan vectoriel) de
E est un sous-espace vectoriel de E qui est de dimension 1 (respectivement de
dimension 2).

Exemple. Vect(1,2,3,4) est une droite vectorielle de R*, et Vect((1,1,1,1,),(1,—1,2,0))
est un plan vectoriel de R%.

2.9 Sommes de sous-espaces, sommes directes, sous-espaces
supplémentaires

Trois nouvelles définitions viennent généraliser des notions déja rencontrées :

e la « somme de plusieurs sous-espaces vectoriels » généralise le « sous-espace engendré
par une famille de vecteurs » ;

 la notion de « sous-espaces en somme directe » généralise celle de « famille libre » ;
e la notion de « sous-espaces supplémentaires » généralise celle de « base ».

© Le cas de la somme de deuz sous-espaces vectoriels est le plus important pour le
concours, mais le programme précise (entre parentheses...) que le cas de plus de deux
sous-espaces doit étre connu.
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Somme de sous-espaces vectoriels

On se place dans un espace vectoriel E. On considére des sous-espaces vectoriels
Fy,...,F de E.

Définition 39. La somme F} + - -- + F}. est ’ensemble des vecteurs v de E qui
peuvent s’écrire sous la forme v = uj + - - - 4+ u avec uy € Fi,...,ug € Fj.

Autrement dit :
Fi+- -+ F,={veFE|Ju € F,...,qu € Fr,v=uy + -+ +u}. (2.4)

Remarque. #* On vérifie facilement que Vect(uy)+- - -+ Vect(uy) = Vect(u1, . .., ux). La
notion de « somme de sous-espaces vectoriels » généralise donc la notion de « sous-espace
engendré par une famille de vecteurs ».

Exemple. ¢ Posons F' := Vect((1,1,1,1),(1,0,1,0)) et G := Vect((1,1,1,1),(0,1,0, —1)).
Il s’agit de deux plans vectoriels de R* (sous-espaces de dimension 2). Posons u =
(1,1,1,1), v = (1,0,1,0) et w = (0,1,0,—1), de sorte que F' = Vect(u,v) et G =
Vect (u, w).

1. Déterminer les dimensions de F et G.

2. Montrer que (u,v,w) engendre F' + G. En déduire la dimension de F + G.

A & Cet exemple vient d’illustrer un fait général : la juxtaposition de familles génératrices
de F1i,..., F} fournit une famille génératrice de F} + - - - + Fy.

Le résultat suivant exprime le fait que la somme Fj+- - -+ F};, est le plus petit sous-espace

vectoriel qui contient chacun des sous-espaces Fi, ..., Fj, tout comme Vect(uy, ..., ux)
est le plus petit sous-espace vectoriel qui contient chacun des vecteurs uq, ..., ug.
Proposition 40. 1. F} + --- + F} est un sous-espace vectoriel de E.

2. F1,..., Fy sont contenus dans Fj + - - - + Fj.

3. Si H est un sous-espace vectoriel de F tel que £y C H,...,F, C H, alors
4+ -+ F,CH.

\. J

Démonstration. & O

Somme directe

Le cadre reste le méme : un espace vectoriel E et des sous-espaces vectoriels F1, ..., Fk.

Définition 41. On dit que Fi,..., F} sont en somme directe si tout vecteur
de Fy + - - - + F} s’écrit de maniere unique sous la forme v = uy + - - - + ug avec
up € Fy,...,u; € Fi. Dans ce cas, on écrit F1 @ --- @ Fj, au lieu de Fy + - - - + F}.
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A La somme F| + --- + F}, existe toujours; il se peut qu’elle soit directe ou qu’elle ne le
soit pas. Ecrire Fy @ - -- @ F},, c’est présenter la somme Fy + - -- + F}, en affirmant en
méme temps qu’elle est directe. Dans une question comme « Montrer que R? = F & G »,
il y a donc deux choses différentes & faire : d’une part montrer que R? = F + G, d’autre
part montrer que F' et GG sont en somme directe.

Remarque. Dans le cas particulier on Fy; = Vect(uy), ..., F = Vect(ug), c’est-a-dire si
tous les F; sont de dimension 1, on vérifie facilement que la somme F; + --- 4+ F}. est
directe si et seulement si la famille (uy,...,ux) est libre.

A Le résultat suivant est trés utile pour montrer que deux sous-espaces sont en somme
directe. Il est en fait souvent présenté comme la définition de « somme directe » de deux
sous-espaces, mais l'inconvénient de cette définition est qu’elle ne se généralise pas au
cas de plus de deux sous-espaces.

Proposition 42. Soit E un espace vectoriel, et soient F,G deux sous-espaces
vectoriels de E. Alors F' et G sont en somme directe si et seulement si FNG = {0g}.

Démonstration. & O

Sous-espaces supplémentaires

On considere toujours un espace vectoriel E et des sous-espaces vectoriels Fi, ..., F.

Définition 43. On dit que Fi,..., F; sont supplémentaires dans F si tout
vecteur v de E s’écrit de maniere unique sous la forme v = uj + - - - + ug avec
up € Fy,...,uy € Fy.

A Autrement dit, les sous-espaces sont supplémentaires dans F s’ils sont en somme
directe et si leur somme est égale a F tout entier.

Remarque. Dans le cas particulier ou Fy = Vect(uy), ..., Fy = Vect(ug), c’est-a-dire
lorsque les sous-espaces sont tous de dimension 1, on vérifie facilement que Fi, ..., Fj
sont supplémentaires dans F si et seulement si (ug, ..., u) est une base de E.

A Le résulat suivant est trés utile pour montrer que deux sous-espaces sont supplémen-
taires (les points 3 et 5 sont les plus utilisés).

Théoréme 44. Soit E un espace vectoriel, et soient F,G deux sous-espaces
vectoriels de F. Il y a alors équivalence entre :

1. F et G sont supplémentaires dans FE.
2. FNG={0g} et E=F+QG.
3. F et G sont en somme directe et dim(F') + dim(G) = dim(E).
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4. F+ G = E et dim(F) + dim(G) = dim(E).

5. La juxtaposition d’une base de F' et d’une base de G est une base de FE.

Démonstration. &4 O

Généralisation a un nombre quelconque de sous-espaces Ce résultat est encore vrai
pour un nombre quelconque de sous-espaces vectoriels :

Théoréme 45. Soit E un espace vectoriel, et soient F7i,..., F} des sous-espaces
vectoriels de F. Il y a alors équivalence entre :
1. Fy,..., F} sont supplémentaires dans FE.
2. F1,..., Fy sont en somme directe et £ = Fy,+--- + Fj.
3. F1,..., Fj sont en somme directe et dim(Fy) + - - - + dim(Fy) = dim(E).
4. F1 + -+ F et dim(F1) + - - - + dim(Fy) = dim(E).
5. La juxtaposition de bases de Fi,..., F} est une base de F.
Démonstration. &' O

2.10 Exercices

Combinaisons linéaires

Exercice 6. Montrer que le vecteur nul Og est toujours combinaison linéaire de uy, . . ., ug,
quels que soient ces vecteurs de F.

Exercice 7. 1. Le vecteur (4, —5) est-il combinaison linéaire de (1,2) et (2,3)7
2. Le vecteur (2, 3,4) est-il combinaison linéaire de (0, 1,2) et (1,2,3) ? Méme question
pour le vecteur (1,3,4).
3. Le vecteur (2, —4, —1) est-il combinaison linéaire de (1,0, —1), (0,5,2), (—2,1,1) et
(-1,1,0)7
4. Pour les vecteurs qui sont effectivement combinaison linéaire, la combinaison linéaire
trouvée était-elle unique ?

Exercice 8. Déterminer les valeurs de a € R pour lesquelles (a,a + 1,a + 2) est
combinaison linéaire de (1,2,1) et (1,—1,0).

Exercice 9. Montrer que tout vecteur de R? est combinaison linéaire de (1,0,0), (0,1,0)
et (0,0,1), et cela d’une unique maniére. Généraliser & R™ pour n quelconque.
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Sous-espaces vectoriels

Exercice 10. Est-ce que D := {(x,y) € R? | y = 2z + 1} est un sous-espace vectoriel
de R? ? Méme question pour A := {(z,y) € R? | y = 2z}.

Exercice 11. Soient F, G deux sous-espaces vectoriel de E tels que F'UG soit également
un sous-espace vectoriel. On veut montrer qu’alors F' C G ou G C F'. Pour cela, raisonnons
par ’absurde en supposant que la conclusion est fausse :

1. Pourquoi cela entraine-t-il I'existence d’'un vecteur v € F'\ G et d'un vecteur
veG\F?

2. Avec les notations de la question précédente, pourquoi doit-on avoir u+v € FUG?

3. Mais alors, pourquoi devrait-on nécessairement avoir u € G et v € G?

4. Conclure le raisonnement.

Sous-espace engendré

Exercice 12. On pose F = Vect((1,1,—1,-1),(1,-1,1,-1)) et G = {(z,y,2,t € R* |
x4+ y+ z+t=0. Montrer que ' C G.

Familles libres

Exercice 13. Les familles suivantes sont-elles libres 7
L. ((1,0,-1))
2. ((1, —1, O), (2, -1, 1))
Exercice 14. La famille ((1,2,1), (1,—1,1), (1,1, 0) est-elle libre ? La famille ((1, —1,0), (2, —1,1),(0,1,1))

est-elle libre 7

Exercice 15 (ENSA 2011). Soit a un nombre réel. Soient u,v,w les vecteurs de R3
définis par u = (1,—2,0), v = (1, a,0) et w = (0,0, 1). Pour quelle valeur de a ces vecteurs
sont-ils linéairement indépendants ?

Exercice 16. On suppose que la famille (u, v, w) est libre. Montrer qu’alors la famille
(v + w,u + w,u+ v) est également libre.

Familles génératrices

Exercice 17. 1. Déterminer une famille génératrice de {(x,y,2) € R® |z +2y -3z =
0}.
2. Montrer que ((—3,2,1),(1,0,—1)) est une famille génératrice de {(x,y,z) € R? |
z+y+z=0}
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Bases et dimension

Exercice 18. Montrer que les familles suivantes sont des bases de R? :
1. ((1,0),(0,1));
2. ((1,1),(1,-1));
3. ((1,1),(1,2)).
Exercice 19. Déterminer une base des espaces vectoriels suivants :
1. F={(z,y,2) €R% 2z -5y +2=0,y +2=0}.
2. G={(z,y,z,t) ERY 2+ 2 -2t =0, +y+t=0,20 —y+ 32 =0}

3. H= {(1:1,1‘2,$3,$4) S R4;1‘1 =229 — 23,04 =21 + T2+ 1‘3}.
Exercice 20. Compléter (1,2,0) en une base de R3.

Exercice 21. On considére les sous-espaces vectoriels de R* suivants : F' = {(z,y, 2,1) €
Rz —2y = 0} et G = {(w,y, 2,t) € R*;y+22+3t = 0}. Donner une base et la dimension
de F', de G, de FNG.

Exercice 22. Soit F' = {(z,y, z) € R3;3z—y+22z = 0}. Montrer que F est un sous-espace
vectoriel de R3, déterminer une base de F, donner la dimension de F, puis compléter la
base trouvée en une base de R3.

Exercice 23. Soit E (respectivement F) le sous-espace vectoriel de R engendré par les
vecteurs e et es (respectivement par les vecteurs ez et ey4), ou

2 1 3 )
€1 = 3 , €9 = —1 N €3 = 7 s €4 = 0
-1 -2 0 =7

Montrer que E et F' sont égaux.

Exercice 24. Soit E un espace vectoriel admettant une base (e, ez, e3). Montrer que
(eg + e3,e1 + e3,e1 + e2) est également une base de E.

Sommes, sommes directes, sous-espaces supplémentaires
Exercice 25 (Oral ENV 2006, modifi¢). 1. Justifier que F = {(z;y;2;t) € R* | x +
y—2z=tett—x+y=0} est un espace vectoriel.
2. Donner une base et la dimension de F'.
3. On note G1 = Vect((0;1;1;0),(—1;4;0;1)) et G2 = Vect((0; —1;1;0), (—1;4;0;1)).
a) Déterminer la dimension de G et celle de Ga.
b) Montrer que F'N G = 0. En déduire que F & G; = R%.
c) Est-ce que F @ Gy =R*?

36



3 Matrices

3.1 Définition

Définition 46. Une matrice réelle est un tableau rectangulaire de nombres réels,
appelés coeflicients de la matrice.

Une matrice comprend des lignes et des colonnes. On dit qu’une matrice a n lignes
et p colonnes est de type (n,p), ou encore n x p. L’ensemble des matrices réelles de type
n x p est noté M, ,(R).

Par exemple,

1 3 -5 2
A=|4 0 6 1 (3.1)
-3 -1 2 0

est une matrice réelle de type 3 x 4, autrement dit A € M3 4(R). Son coeflicient situé sur
la 2eme ligne et la 3éme colonne est le nombre 6.

De maniere générale, le coefficient de A situé sur la i° ligne et la j° colonne est noté
a;j, ou parfois A;;; le premier indice est indice de ligne, le second est I'indice de colonne.
Par exemple, azz = —1 pour la matrice . Une matrice A de type n x p s’écrit donc

ail a2 - aip
a1 az - Gp

I , (3.2)
Gnl1 Aan2 - Qnp

ou encore, sous forme condensée, A = [aj;]i<i<n,1<j<p, OU simplement A = [a;;] si les
entiers n et p ont déja été précisés et qu’aucune ambiguité n’est possible.

A En remplacant partout « nombre réel » par « nombre complexe » et R par C, on
obtient la notion de matrice complexe. Par exemple :

1 1 2—31

14i 0 144| €M@
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3 Matrices

3.2 Matrices particuliéres

La matrice nulle de M,, ,(R) est la matrice dont tous les coefficients sont nuls. On la
note Oy, (r), OU O p, OU parfois simplement 0. Par exemple :

00 000
02,2 = lo 0] et D23= [0 0 0]

A Attention A ne pas confondre des matrices nulles de tailles différentes.

Une matrice ligne est une matrice qui est de type 1 X p pour un certain entier p,
c’est a dire qui n’a qu’une seule ligne. Par exemple,

120 -5

est une matrice ligne (& 4 colonnes). Les lignes d’une matrice sont souvent vues comme
des matrices lignes. De méme, une matrice colonne est une matrice qui est du type
n X 1 pour un certain entier n, c’est a dire qui n’a qu’une seule colonne. Par exemple,

-2
3
0

est une matrice colonne (& 3 lignes). Les colonnes d’une matrice sont souvent vues comme
des matrices colonnes.

Une matrice ponctuelle est une matrice a 1 ligne et 1 colonne, donc a un seul
élément. On identifie souvent la matrice [a] € M 1(R) au nombre réel a.

3.3 ldentification des n-uplets avec des vecteurs-colonne

Les vecteurs de R™ sont souvent identifiés & des vecteurs-colonne. Par exemple (sujet
ENSAB 2013), on peut voir

—= =0 O

a la fois comme d’une matrice—colonne a 4 lignes, avec laquelle on peut faire du calcul
matriciel (voir plus loin), et comme 1’élément (0,0, 1,1) de R*.

A Dans 1a plupart des cas, les deux notations ne sont pas mélangées. Par exemple, le
sujet ENSAB 2013 adopte une notation purement matricielle pour parler des éléments
de R%.

(1). Le sujet de concours utilise les parenthéses pour les matrices.
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3.4 Opérations sur les matrices

On définit trois opérations fondamentales sur les matrices : 'addition de deux matrices
de méme type, la multiplication d’une matrice par un scalaire, et la multiplication de
deux matrices.

3.4.1 Somme de deux matrices, produit d’'une matrice par un scalaire

Définition 47. La somme de deux matrices A et B de méme type est la matrice de
méme type notée A+ B obtenue en faisant la somme « coefficient par coefficient » :

aix - aip bir - bip a11+bun - ap+byp
+ - | = : : (3.3)

anl - GQpp bp1 - bnp anl +bp1 - anp+bnp

Le produit d’'une matrice A par un scalaire A € R est la matrice de méme type
notée A obtenue en multipliant tous les coefficients de la matrice par ce scalaire :

ail .o alp )\all oo Aalp
Al S el : (3-4)

apl - anp )\anl ce. )\anp

Par exemple :

1—20+741_821 t31—20_3—60
3 -1 1 2 1 1| |1 0 2 ¢ 3 -1 1| |9 -3 3|
On définit aussi :

—A:=(-1)A e A-B:=A+(-B).

Comme les opérations sont définies « coefficient par coefficient », il est facile de montrer
les regles de calcul suivantes dans M,,,(R) :

1. (A+B)+C=A+(B+C) 5. \(A+ B)=)A+ B
2. A+B=B+A 6. AN+ u)A=X A+ uA
3. A+0p=A 7. O A = A(pA)

4. A+ (-A)=0 8. 1A=A

Proposition 48. L’ensemble M,, ,(R) muni des deux opérations définies ci-dessus
est un espace vectoriel, de dimension np.
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Démonstration. Les huit regles de calculs vues plus haut disent que M, ,(R) est un
espace vectoriel. ¢* Une base de M, ,(R) est constituée des matrices élémentaires de
type n X p : ce sont les matrices dont I'un des coefficients est égal & 1 et tous les autres
sont égaux a 0. Il y a np telles matrices, donc la dimension de M, ,(R) est égale a np. [

Par exemple, I’espace vectoriel My(R) contient quatre matrices élémentaires :

b Bl B e ]

Il est évident qu’'une matrice 2 X 2 quelconque se décompose de maniere unique comme
combinaison linéaire des matrices élémentaires :

0 0

0 1|°

a bl |1 0 01

c dl~%0 o 00
Ces quatre matrices élémentaires forment donc bien une base de Ms 2(R), qui est donc
de dimension 4 = 2 x 2.

0 0

10+d

+b +c

3.4.2 Produit de matrices
Produit d’'une matrice ligne par une matrice colonne

Commencons par multiplier une matrice ligne L par une matrice colonne X ayant le
méme nombre de coefficients. Ce produit sera utilisé ensuite comme « brique élémentaire »
pour comprendre le produit général des matrices.

e A

1

Définition 49. Si L = [a; - -ay] € M1 ,(R) et X = [ :

Tn

] € M, 1(R), alors le

produit LX est la matrice ponctuelle définie par :
LX :=[ayz1 + - - + apxy),

souvent identifiée a son unique coefficient.

2
Exemple. [123]| 0 | =[(1x2)+(2x0)+ (3 x (=1))] =[-1].
—1

A On peut voir le coefficient de LX comme le produit scalaire des deux n-uplets
correspondant & L et X. Par exemple, le produit scalaire de (1,2,3) et (2,0,—1) est
(I1x2)+(2x0)+B3x(-1))=-1.

Produit d’une matrice par une matrice colonne

On définit ensuite le produit d’une matrice A par une matrice colonne X, lorsque le
nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de X (condition de compatibilité).
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Définition 50. Le produit d’'une matrice A de taille n X p par une matrice-colonne
X a p lignes est la matrice-colonne AX a n lignes définie par :

a1 Q12 - Qlp T a1121 + a12%2 + -+ -+ + A1pTp
a1 Q2 - Agp T2 A21T1 + A22T2 + - -+ + A2pTp

AX=| . T = . (3.5)
ap1 Ap2 - Qpp Ty An1T1 + Ap2®2 + - + AnpTyp

. J

A Autrement dit, la ¢ ligne du produit AX est le produit de la ¢ ligne de A par la
colonne X :

Li(A)X
AX = : € M,1(R),
L,(A)X
ou les lignes de A sont notées Li(A),..., L,(A).

s 3% 3 ][ 1] 028

Interprétation du produit par une matrice colonne A

Réécrivons la définition de AX donnée par (3.5)) :

1171 + a12x2 + - + a1pxp arl a2 a1p

2171 + ag22%2 + - - - + agpxp a2 a2 azp
AX = . =T1| . | tx2| . | T FT

An1T1 + Ap2%2 + -+ + AppTp an1 an?2 Anlp

On voit ainsi que AX est la combinaison linéaire des vecteurs colonnes de A affectés
des poids z1,...,z, (les coefficients de X). Cette interprétation sera treés utile dans la

suite. Par exemple :
1 2 -1 4 1 2 -1 3
R R R R R P

Produit général des matrices

On définit finalement le produit AB d’une matrice A par une matrice B, lorsque le
nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B (condition de compatibilité).

Définition 51. Soient n, p, ¢ trois nombres entiers supérieurs ou égaux a 1. Soit
A € M, p(R), dont les lignes sont notées Li(A),...,L,(A), et soit B € M, ,(R),
dont les colonnes sont notées Ci(B),...,Cy(B). Le produit AB est alors la
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matrice a n lignes et g colonnes définie par :

Li(A)Ci(B) -+ Li(A)Cy(B)
AB = : : € M, 4(R).
Ln(A)CL(B) -+ Ln(A)Cy(B)

Le coefficient (AB);, est donc le produit de la i-eme ligne de A par la k-eéme
colonne de B :

p
(AB)z’k = Z ai,jbj,k.
7=1

. J

La figure montre le produit d’une matrice A de type 4 X 2 par une matrice B
de type 2 x 3. Cette disposition en diagonale des matrices A et B peut étre utile pour
débuter :

B
[ bi1] b2 | b13 ]

bo1 | bag | bos

_
4 az | az W { v |

ai | a2

asi | as " 6)
as | a42 J {

o = anbiz + aizbae
() = a31bi3 + azzbas

FIGURE 3.1 — Produit d’une matrice 4 x 2 par une matrice 2 x 3

| B A

Propriétés du produit matriciel

Exemple. ¢

Le produit matriciel vérifie des propriétés analogues a celles du produit des nombres
réels. En supposant que tous les produits sont définis, on montre facilement :
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(1) A(BC) = (AB)C (V) OMn,P(R)X = OMn,l(R)'
(i) A(B+C) = AB+ AC. o
(ifi) (B+C)A= BA+ CA. (vi) A0=0
(iv) (\MAB) = (A\A)B = A(\B). (vii) 0A =0

De plus, si A est de taille n x p alors :
ILbLA=A et AL, = A.

A Mais attention, certaines regles de calcul « usuelles » ne sont pas vraies pour les
matrices, en tout cas pas sans hypothéses supplémentaires. Par exemple :

e En général, on a AB # BA méme si les deux produits sont définis et donnent des
matrices de méme taille.

e On peut avoir AB =0 avec A # 0 et B # 0.

e De I’égalité AB = AC, on ne peut pas déduire B = C.

o 1 =12 1 2 1|1 -1 , 0
Exemple. & Calculer [3 1] l_l 11 et l_l 11 [3 1 ] Qu’observe-t-on 7

Exemple. ¢ Calculer le produit [_24 _21] E 2} Qu’observe-t-on ?

S |01 12 |57
Exemple. # Calculer AB et AC pour A = lo 2], B = l?) 4] et C = l?) 4].

Qu’observe-t-on 7

3.5 Matrices et systéemes linéaires

Un systéme linéaire de p équations a n inconnues s’écrit matriciellement sous la forme
AX = B, ou A est la matrice des coefficients du systeme, X est le vecteur-colonne des
inconnues, et B est le vecteur-colonne des seconds membres.

Par exemple, le systeme suivant en x,y, z

20 — Sy+3z—4t=4
3r— Ty+2z—5t=9 (3.6)
5 — 10y — bz — 4t = 22

s’écrit matriciellement sous la forme AX = B :

2 -5 3 —4]|" 4
3 -7 2 -5 z =19 (3.7)
5 —10 -5 —4 22
t ——
A 7 B
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Ceci revient aussi a écrire :

2 ~5 3 —4 4
e 3| +yl| -7 +2|2]|+t]|-5] =19
5 -10 —5 4 22

De maniere générale, un systeme linéaire de p équations a n inconnues

a11x1 + ajare + -+ - + a1px, = by

ap1 1 + ap2®2 + -+ AppTy = by

s’écrit matriciellement sous la forme :

a1 aiz - Ay by
€2
apl Gp2 -+ Gpp - by
n N~
A N B
X
ou encore, de maniere équivalente :
ai ao ain by
1| | +x2| ¢ | Ty | =
ap1 Qpn Apn by

A De cette dernitre égalité, on voit que :

(3.10)

(3.11)

o Le systeéme (3.9)) posséde une solution si et seulement si le vecteur-colonne B est
combinaison linéaire des colonnes de la matrice A. En particulier, si les colonnes de
A engendrent R? alors le systéme possede une solution, quel que soit le choix de B.

e Si les colonnes de A sont linéairement indépendantes, alors le systéme possede au

plus une solution.

e Siles colonnes de A forment une base de RP| alors le systéme possede une unique

solution.

3.6 Matrices carrées

Une matrice carrée d’ordre n est une matrice qui est de type n x n. On note M, (R)

plutét que M, ,(R) 'ensemble des matrices carrées dordre n. Par exemple :

0 4 -3
1 5 2 S Mg(R)
-1 0 1
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La diagonale d’une matrice carrée A = [a;;] € M, (R) est constituée des coefficients a;;
pour i = 1,...,n. Par exemple, la diagonale de la matrice précédente est constituée des
nombres 0, 5 et 1. Une matrice diagonale est une matrice carrée dont les coefficients
situés en dehors de la diagonale sont tous nuls. Par exemple, la matrice suivante est
diagonale :

o N O
w o o

1
0
0

On utilise parfois la notation diag(1,2,3) pour désigner cette matrice. Des matrices
carrées particulierement importantes sont les matrices identité I,, € M, (R), définies
pour chaque entier n > 1 par :

1 0 -~ 0
. 0
I, = diag(1,...,1) =
: . 0

Une matrice triangulaire supérieure (respectivement inférieure) est une matrice
carrée dont les coefficients situés en dessous (respectivement au-dessus) de la diagonale
sont tous nuls. Par exemple :

1 2 3 1 00

0 4 5 et 230

0 0 6 4 5 6
triangulaire supérieure triangulaire inférieure

3.6.1 Puissances d’'une matrice carrée

Si A € M,(R), alors tous les produits A% := A x A, A3 := A x A x A, etc. sont définis.
Plus généralement, on définit la puissance k-éme de A par :

AP = Ax ... x A (3.12)
k fois

Un probléme important est de savoir calculer les puissances d’une matrice donnée (voir
le chapitre sur la réduction). Pour les matrices diagonales, c’est facile : on montre sans
difficulté par récurrence que [diag(\y, ..., \,)]* = diag(AF, ..., \F).

Exemple. On pose A = [(1) 1

1
] . On montre facilement par récurrence que A¥ = [0 ﬂ .

3.6.2 Déterminant

Le déterminant d’une matrice carrée est un nombre (un scalaire) qui, en particulier,
permet de savoir si la matrice est inversible ou non. Le programme du concours se limite
au déterminant des matrices 2 x 2 et 3 x 3.
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Définition 52. Le déterminant d’une matrice 2 x 2 est donné par :

det lc d

“ b] = ad — be (3.13)

Le déterminant d’une matrice 3 x 3 est donné par :

a b c
det |[d e f| :=aei+bfg+ cdh—ceg—bdi—afh (3.14)
g h 1

J

A Interprétation géométrique pour les matrices 2 x 2 Considérons les colonnes de

la matrice
a b
b oo

b X
comme des vecteurs u = [Z] et v = [ d] appartenant a R?. Alors :

e Siwu et v sont colinéaires, le déterminant de A est nul.

e Siwu et v ne sont pas colinéaires, ils déterminent un parallélogramme du plan, dont
Paire est égale a la valeur absolue de det(A). En particulier, det(A) # 0.

Exemple. ¢ Calculer et faire un dessin :

1 2 1 2
det [1 21 et det [2 O]

A Interprétation géométrique pour les matrices 3 x 3 Considérons les colonnes de

la matrice _
a b ¢
det |d e f (3.16)
g h i
a b c]
comme des vecteurs u = |d|, v= |e| et w= |f| appartenant & R>. Alors :
g h 1

e Siwu,v,w sont coplanaires le déterminant de A est nul.

e Si u,v,w ne sont pas coplanaires, ils déterminent un parallélépipede de 'espace,
dont le volume est égal & la valeur absolue de det(A). En particulier, det(A) # 0.

(2). A u, v, w sont coplanaires si et seulement si ils forment une famille liée.
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Exemple. Calculer :

1 2 3 2 00
det| 1 1 2 et det |0 1 O
-1 0 -1 0 0 3

Pour certaines matrices de forme particuliére, le déterminant peut se calculer « a vue
d’ceil ».

Proposition 53. Le déterminant d’une matrice triangulaire, en particulier d’une
matrice diagonale, est égal au produit des coefficients diagonaux.

Démonstration. & Vérification directe sur la définition. O

Par exemple :

1
det |0 =1x2x3=6.
0

o N O
w o O

1
=det [0
0

SN O
W o w

10
=det [5 2
2 1

w o o

A En particulier, le déterminant de la matrice identité (de taille quelconque) vaut 1 :

10 1 00
det [O 1] =1, et det [0 1 0| =1
0 0 1

Proposition 54. Soient A, B deux matrices carrées de méme taille. Alors
det(AB) = det(A) det(B).

Démonstration. & O

A Par conséquent, on a det(AB) = det(BA) méme si les matrices AB et BA sont
différentes.

3.6.3 Matrices inversibles

Définition 55. Une matrice carrée A de taille n X n est inversible §’il existe une
matrice carrée B de méme taille telle que AB = I,, et BA = 1,,.

On voit facilement qu’il ne peut exister qu'une seule matrice B qui vérifie la condition
de la définition : si AB = AB' = BA = B'A = I,, alors B= BI,, = B(AB') = (BA)B' =
I,B" = B. D’ou la définition suivante :
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Définition 56. Si A de taille n x n est inversible, alors sa matrice inverse, notée
A~ est Punique matrice telle que AA™' = A"1A =1I,.

A En fait, on peut démontrer que, pour deux matrices A, B carrées n x n, on a AB = I,
si et seulement si BA = I, (ce qui n’est pas évident, car en général les produits AB et
BA ne sont pas égaux). Donc, pour montrer que A est inversible et que son inverse est
B, il suffit de montrer que AB = I,,, ou que BA = I,,.

Exemple. La matrice identité I, est inversible et égale a son inverse, puisque I, x I, = I,,.

Exemple. Soit A une matrice n x n telle que A2 + A = I,,. Alors A(A + I,,) = I,,, donc
A est inversible et son inverse est A™! = A + I,,.

Proposition 57. 1. Si A est inversible, alors A~! est inversible et (A~!)~! =
A.
2. Si A et B sont inversibles de méme taille, alors AB est inversible et (AB)~! =
B~tAL
3. Si AB = AC et si A est inversible, alors B = C. De méme, si BA = CA et
si A est inversible, alors B = C.

Démonstration. & -
A Plus généralement, si Aq,..., A sont inversibles, alors le produit A; - - - A est inver-
sible et (Ay---Ap)™' = Ay --- Ay

Le déterminant fournit un moyen tres rapide pour savoir si une matrice est inversible
ou non, sans avoir a calculer l'inverse :

Théoréme 58. Une matrice carrée A est inversible si et seulement si det(A) # 0,
1
et dans ce cas det(A~ 1) = .
(47) det(A)
Démonstration. &' O
0 1 2
Exemple. La matrice |1 0 3| est inversible, car son déterminant n’est pas nul.
4 -3 8

3.6.4 Détermination pratique de l'inverse

Inversion d’'une matrice 2 x 2 D’apres ce que l'on vient de voir, une matrice [‘é Z] est
inversible si et seulement si son déterminant ad — bc n’est pas nul. Dans ce cas on a la
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a b7 1 [d —»b
[c d} - ad — be l—c a] (3.17)

Exemple. Inverser la matrice Ll)) ﬂ

formule utile :

Inversion d’une matrice carrée de taille quelconque Il existe plusieurs méthodes pour
inverser une matrice carrée/®)| Une technique simple est de résoudre le systéme linéaire
associé a la matrice :

AX =Y ——— X =AY

résolution

Proposition 59. Soit A € M,(R). Alors A est inversible si et seulement si il
existe une matrice B € M, (R) telle que

VX,Y €R", AX =Y < X = BY,

ol X et Y sont vus comme des vecteurs-colonne. Si tel est le cas, alors B = A1

Exemple. Soit A = . On lui associe le systéme linéaire

W N
R )
_ 0 -

dr+2y+z2z=a
2r+ y =0
3r+2y+z=c

dans lequel x, ¥, z sont les inconnues et a, b, ¢ sont des parametres. La résolution de ce
systeme montre qu’il posseéde une unique solution quels que soient a, b, ¢, et que cette

solution est donnée par r = a — ¢, y = —2a + b+ 2c et z = a — 2b. Autrement dit :
4 2 1| |z a T 1 0 —1| |a
2 1 0| |yl =1b = y|l = |-2 1 2| |b
3 2 1| |z c z 1 -2 0] |c
—_— ——
A X Y X B Y
1 0 -1
Donc A est inversible, et A™! = | -2 1 2].
1 -2 0

(3). Que l'on suppose évidemment inversible...
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3.7 Transposée

Définition 60. Soit A une matrice de type n x p. La transposée de A est la
matrice de type p x n, notée ‘A, définie par :

(tA)i’j = Aj,i V’ie{1,...,71},Vj€{1,...,p}.

Par exemple :

l123r_;§
456 3 6

Proposition 61. 1. {({A)= A
2. {(A+ B) ='A+'B.
3. {(AA) = NA.
4. Y(AB) = 'BA.
5. Si A est carrée, alors det(*A) = det(A).
6. Si A est inversible, alors (‘A)~1 =t(A1).

Démonstration. & O

Définition 62. Une matrice carrée A est :
« symétrique si ‘A = A.

« antisymétrique si ‘4 = —A.

J

Par exemple, la matrice de gauche est symétrique et celle de droite est antisymétrique :

1 2 3 0 2 3
2 0 5 -2 05
3 5 —1 -3 =5 0

A Les coefficients diagonaux d’une matrice antisymétrique sont forcément tous nuls.

3.8 Exercices

1

-1
Exercice 26. Soit A = { —g i } Calculer A%. En déduire que A est inversible et

Wik O

donner A~1.
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3 Matrices

1 -2 -6
Exercice 27 (ENSAB oral 2008). On pose A = | -3 2 9 |. Calculer A2. La
2 0 =3
matrice A est-elle inversible ?
2 =21
Exercice 28 (ENSAB oral 2006). Soit M =| 2 -3 2
-1 2 0

1. Calculer (M — I3)(M + 31I3). En déduire que M est inversible et calculer M 1.

2. En déduire qu'il existe deux suites de nombres (ay) et (by) telles que M*F =
apls + b M pour tout entier k > 1. Exprimer ax, by puis M* explicitement en
fonction de k.

Exercice 29. On pose M = ﬁ)(i)(ﬂ. Déterminer deux nombres a,b € R tels que
(M — al3)(M — bl3) soit la matrice nulle. En déduire que M est inversible et donner

M1

Exercice 30. Calculer 'inverse des matrices suivantes :

1 9 1 2 -3 2 2 3
A= <2 5) B=|0 1 2 cC=|1 -1 0
0 0 1 -1 2 1

Exercice 31 (extrait de ENSAB 2008). On donne une matrice A qui dépend du parametre

réel a :
_[a+1 3
A_<2a—3 a—l)

Que vaut son déterminant 7 Pour quelles valeurs de a la matrice A est-elle inversible ?
Calculer dans ce dernier cas 'inverse A~! de A.

Exercice 32 (extrait et adapté de ENSAB 2016). On donne :

10 1 1 0 1 1 10
A=10 1 0 B=10 V2 0 c=1]1 D=0 1
1 0 —1 1 0 -1 1 11

On note ‘M la transposée d’'une matrice M.

1. Calculer, lorsque cela est possible, les produits matriciels suivants : BC, DB, ‘C A,
B?, DB, A%, '{CAC, CD. Si certains calculs ne sont pas possibles, les identifier et
justifier.

2. B est-elle inversible 7 Si oui, donner son inverse.

Exercice 33 (ENSAB oral 2010). On considere la matrice A définie par A =

S O =
O = =
_ = O

o1



3 Matrices

1. Etablir 'existence de deux suites réelles (a,) et (b,) telles que, pour tout entier
n>1:

1 a, b,
A"=|(0 1 a,
0 0 1

2. En déduire une écriture explicite de A™.
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4 Applications linéaires

4.1 Applications linéaires de E£ dans F

Soient E, F' deux espaces vectoriels.

Définition 63. Une application f : F — F est linéaire si, quels que soient
u,veE Fet \,peR:

fu+ po) = Af(u) + pf(v).
L’ensemble des applications linéaires de E dans F' est noté L(E, F).

. J

Remarque. 1. Il revient au méme de dire que f est linéaire si f(u+v) = f(u)+ f(v)
et f(Au) = Af(u) quels que soient u,v € F et A € R.

2. Plus généralement, si f : E — F est linéaire, alors 'image par f d’'une combinaison
linéaire est la combinaison linéaire des images : quels que soient uq,...,ur € F et

ALy, Ak ER, ona
Squr + - 4 Ngug) = Mf(ur) + -+ A f(ug).

3. & Une application linéaire f : E — F vérifie toujours f(Og) = 0p, car f(Og) =
f(OrOE) = Orf(0E) = OF.

Exemple. ¢ L’application E — F qui & tout vecteur u € E associe le vecteur nul Or
est clairement linéaire. On 'appelle ’application nulle de F dans F'.

Exemple. ¢* On vérifie facilement que f : R® — R? définie par f(z,y,2) = (z —y +
2,2z — z) est linéaire. Donc f € L(R3,R?).

Exemple. #* L’application f : R? — R définie par f(z,y) := xy n’est pas linéaire.

Le cas ou E = F est fréquent et possede une définition particuliere :

Définition 64. Un endomorphisme de E est une application linéaire f : £ — FE.
L’ensemble des endomorphismes de E est noté L(E).

Exemple. ¢* L’application E — E qui & tout vecteur u € E associe u lui-méme, est
clairement linéaire. Elle est appelée application identité de F, et est notée idg.
Exemple. ¢* L’application f : R? — R? donnée par f(z,y) = (x +y,z — y) est linéaire.
C’est donc un endomorphisme de R2.

(1). par récurrence sur k > 2.
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4 Applications linéaires

4.2 Comment se donner une application linéaire ?

La définition « application linéaire » permet de vérifier qu'une application donnée
est linéaire. Mais comment en construire? Le résultat suivant y répond : se donner une
application linéaire £ — F revient a se donner une base de E et, pour chaque vecteur de
cette base, un vecteur de F'. Précisément :

Proposition 65. Soit (uy,...,u,) une base de E, et soient vy, ..., v, des vecteurs
de F'. 1l existe alors une unique application linéaire f : E — F telle que f(u1) = vy,

fluz) = va,..., f(un) = vn.

’ . »
Démonstration. & O
Voyons pourquoi cela est vrai sur I’exemple d’un sujet de concours.

Exemple (concours ENSAB 2013). L’énoncé commence ainsi :

On note (e, e2,e3) et (e}, eh) les bases canoniques respectives de R? et R2. Soit f
I'application linéaire de R? dans R? définie par f(e1) = €} + 2¢, f(e2) = 2¢} + 4eh,
fles) = ey —def
Voyons pourquoi cela détermine totalement f(z,v,z) pour n’importe quel (z,v,z) € R3.
Comme (z,y,z) = x(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1), on doit avoir par linéarité :

= z(e] + 2e3) + y(2€ + 4€5) + 2(€} — deb)
= (v 42y + 2)e} + (2x + 4y — 42)€)
= (z+ 2y + z,2x + 4y — 4z2),

Par exemple, f(1,1,1) = 4e} + 2¢5, = (4,2). Pour terminer, il reste & montrer que
I'application f : R? — R? définie par f(z,y,2) := (z + 2y + 2,22 + 4y — 42) est bien
linéaire, ce que l’on fait en revenant a la définition.

© Les sujets de concours ne demandent généralement pas de démontrer que I’application
ainsi définie est linéaire. Typiquement, 'extrait de ENSAB2013 de ’exemple précédent
affirme Pexistence et 'unicité de f; la suite du sujet en étudie des propriétés.

Une conséquence de ce qui précede est que ’on connait la forme de toutes les applications
linéaires de R™ dans RP :

Proposition 66. A Les applications linéaires f : R” — RP? sont les applications
de la forme

f(xh cee 75571) = (allxl + ajpxg + - + a1pZn, - - ., ap1T1 F ap2T2 JFoceF apnxn)

ot les coefficients a;; sont des nombres réels fixés.
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4 Applications linéaires

Démonstration. 4 O
A Chacune des p composantes de f(x1,...,z,) est une combinaison linéaire de x1, . .., .
Exemple. Voyons-le lorsque n = 3 et p = 2 (on ne fait que généraliser ce qu’on a
vu dans I'exemple précédent). Soit f : R3 — R? linéaire. On pose (a,b) := f(1,0,0),
(¢,d) :== f(0,1,0) et (e, f) := f(0,0,1). Alors, comme plus haut, on doit avoir
f(@,y,2) = (ax + cy + ez, be + dy + f2),

ce qui est bien de la forme annoncée. Réciproquement, on montre facilement, en revenant
a la définition, que toute application f qui est de cette forme est bien linéaire.
4.3 Application linéaire canoniquement associée a une matrice

On vient de voir que toute application linéaire f : R — R? est de la forme :

f(be cee 7$n) = (alll‘l + a1222 + -+ + A1pTn,y - - -, Gp1T1 + Ap2X2 -0+ apnfﬂn) (4-1)

On rassemble les nombres a;; en une matrice A a p lignes et n colonnes :

ailp aiz -+ Aain
a1 a2 - Aa2p

A= ) (4.2)
apl ap2 DY a/pn

La traduction matricielle de (4.1)) est alors :

ann a2 - a x
2 tn ! a11x1 + ai2®2 + - + a1y
a1 G - Agp| | T2
= : (4.3)
Ap1T1 + Ap2Z2 + *+* + Appd
ap1 Ap2 -+ Gpn Tn P P e
S—— Y
A X
Autrement dit :
fle)=y <= AX =Y,
ol X et Y sont les vecteurs-colonne correspondant a z = (z1,...,2,) et ¥y = (y1,...,Yp)

respectivement.

Définition 67. Avec les notations ci-dessus, on dit que f : RP — R™ est I'applica-
tion linéaire canoniquement associée a la matrice A € M,,,(R), et que A est la
matrice de f dans les bases canoniques.[]

a. On verra plus loin ce que signifie « matrice d’une application linéaire dans des bases » pour
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d’autres bases que les bases canoniques.

On écrit parfois f = f4 pour rappeler a quelle matrice f est associée.

A Les vecteurs-colonne de la matrice A sont les images par f des vecteurs de la base
canonique, écrits en colonnes. Par exemple pour la premiere colonne de A :

air a2 - aip| |1 ail
afem e el _fen "
Gpl Qp2 - Gpp 0 an1
ce qui équivaut & f(1,0...,0) = (a11,a21,...,an1).

Exemple. L’application linéaire canoniquement associée a la matrice A = [ % 7] est
donnée par f(x,y,z) = (z + 32,2z — y + z). Matriciellement :

xr
1 0 3 B T+ 3z
[2 -1 1] YN "o —y+2 (4.5)
S — z
A Y

X

On a f(1,0,0) = (1,2), ce qui correspond bien au fait que [1] est la premiére colonne de
A. De méme pour les deux autres colonnes.

Exemple (ENSAB2013 suite). Par définition, f est I'application linéaire de R® dans R?
telle que f(1,0,0) = (1,2), f(0,1,0) = (2,4) et f(0,0,1) = (1, —4). En écrivant les trois
vecteurs-images en colonnes, on obtient la matrice de f dans les bases canoniques :

1 2 1
=l b
On vient de répondre a la premiere question du sujet...

4.4 Exemples d’applications linéaires

4.4.1 Homothéties

Définition 68. Soit E un espace vectoriel et A € R. ’homothétie de F de
rapport A est ’endomorphisme hy : E — E donné par f(x) := Az pour tout
rz€eE.

4 ® 11 s’agit bien d’une application linéaire, et sa matrice dans n’importe quelle base B
de E est Matp(hy) = A, ou n = dim(E).
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4 Applications linéaires

A L'homothétie de rapport 0 est 'application nulle, 'homothétie de rapport 1 est
I'identité.

Exemple. L’homothétie de R? de rapport 3 s’écrit (x,y) — (32, 3y). Sa matrice dans la

base canonique (et plus généralement dans n’importe quelle base de R?) est B g] .

4.4.2 Projections et projecteurs

© Les projections ne sont pas explicitement au programme du concours, mais elles y
sont mentionnées...

De maniere générale, on se place dans un espace vectoriel £ décomposé en somme
directe £ = F & G. On sait qu’alors tout vecteur x € E se décompose de manieére unique
sous la forme x = xp + 2@, o xF € F et xg € G. Avec ces notations, la projection de
FE sur F parallelement a G est 'application p définie par

p E - F
rr +rg — TF

Exemple. Prenons £ = R?, décomposé en R? = F @& G ou F = Vect(1,0) et G =
Vect(0,1). La décomposition d'un vecteur de R? est simplement (x,y) = (z,0) + (0,y).
La projection de R? sur F' ('axe des abscisses) parallelement & G (I'axe des ordonnées)
est donc (z,y) — (z,0).

Exemple. ¢* Prenons E = R?, décomposé cette fois en R2 = F @ G ot F = Vect(1,1)
et G = Vect(1,—1). La décomposition d'un vecteur de R? est (x,y) = (?,?) + (?,?). La
projection de R? sur F' parallélement & G est donc (z,y) +— (?,7?). Faire un dessin.

Un projecteur de F est un endomorphisme p de E qui vérifie la relation po p = p.
Il est clair qu’une projection est un projecteur : toujours avec les mémes notations, on
ap(rr +xg) =xp donc pop(xr + z¢) = p(err) = p(rr + 0g) = zr. Réciproquement,
on peut montrer (&’I’ ) que tout projecteur p est une projection de E sur F' := Ker(p)
parallelement a G := Im(p).

4.4.3 Symétries et involutions

On se place encore dans un espace vectoriel £ décomposé en somme directe £ = F @ G.
On garde les mémes notations : tout vecteur x € E se décompose de maniere unique
sous la forme x = xp +xg, ol xr € F et xg € G. La symétrie de F par rapport & F
parallelement & G est 'application s définie par

s E — F
rp+2rg — T —TQ

Exemple. #* Prenons £ = R? décomposé en R? = F @& G ou F = Vect(1,0) et
G = Vect(0,1). La symétrie de R? par rapport & I (I’axe des abscisses) parallelement &
G (laxe des ordonnées) est (x,y) — (x, —y).
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4 Applications linéaires

Exemple. #* Prenons F = R?, décomposé cette fois en R? = F @ G ou F = Vect(1,1)
et G = Vect(1, —1). La décomposition d’un vecteur de R? est (z,y) = (?,?) + (?,7). La
symétrie de R? par rapport a F parallelement & G est donc (z,y) + (?,?). Faire un
dessin.

On montre facilement que les symétries sont des involutions : elles vérifient s o s = s.
Réciproquement (#%") on montre que toute involution s est une symétrie par rapport a
Ker(s — idg) parallelement & Ker(s + idg).

4.5 Image et surjectivité

Définition 69. Soit ¢ : E — F une application linéaire. On appelle image de ¢
et on note Im(¢) Pensemble des éléments de F' qui possédent un antécédent par ¢ :

Im(¢) = {y € F | 3z € B,y = ¢()}. (4.6)

A Attention A bien distinguer les deux utilisations du mot « image » :
e l'image par ¢ d’un élément particulier de E est un vecteur de F';

o l'image de ¢ est un ensemble de vecteurs de F'.

Proposition 70. Soit ¢ : E — F une application linéaire. Alors :
1. Im(¢) est un sous-espace vectoriel de F'.

2. Si(eq,...,e,) est une base de E, ou plus généralement une famille génératrice
de E, alors (¢(e1),...,¢(e,)) est une famille génératrice de Im(¢).

J

Démonstration. & O

© Un cas particulier important, utile pour les sujets de concours, est abordé dans le
corollaire et I’exemple qui suivent :

Corollaire 71. Soit A € M, ,(R), et soit ¢ : R" — RP l'application linéaire
canoniquement associée. Alors Im(¢) est le sous-espace vectoriel de RP qui est
engendré par les vecteurs-colonne de A.

Exemple. Considérons la matrice A = [% 0 i’] et soit ¢ : R® — R? I’application linéaire

canoniquement associée. Le corollaire précédent dit que

wom (L)

Voyons, sur cet exemple, pourquoi ceci est vrai. On sait que ¢(x,y, z) = (x+3z,2z—y+2).
Un vecteur de R? appartient donc a I'image de ¢ si et seulement s’il est de la forme
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(432,20 —y+2) avec z,y,2 € R. Or (v + 32,22 —y + 2) = x(1,2) + y(0, —1) + 2(3, 1),
donc 'image de ¢ est ’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs (1,2), (0,—1) et
(3,1). Autrement dit :

Tm(4) = Vect((1,2), (0, 1), (3,1)). (4.8)

C’est précisément ce que dit (4.7) en notation matricielle, en identifiant les vecteurs de
R? avec des vecteurs-colonne & 2 lignes.

Proposition 72. Une application linéaire ¢ : E — F' est surjective si et seulement
si Im(¢) = F.

A Cet énoncé est une évidence : une application ¢ : E — F, qu’elle soit linéaire ou non,
est par définition surjective si et seulement si tout élément y € F' posséde un antécédent
par ¢. Le fait que ¢ soit linéaire donne des outils supplémentaires pour en étudier la
surjectivité. En particulier, puisque Im(¢) est un sous-espace vectoriel de F' :

¢ : E — F est surjective <= dim(Im(¢)) = dim F. (4.9)

Exemple (suite). L’application ¢ de ’exemple précédent est surjective, puisque Im(¢)
est engendrée par trois vecteurs de R?, dont par exemple les deux premiers ne sont pas
colinéaires, d’ott dim(Im(¢)) = 2 = dim(R?) et par conséquent Im(¢p) = R2.

4.6 Noyau et injectivité

Définition 73. Soit ¢ : E — F une application linéaire. On appelle noyau de ¢
et on note Ker(¢) 'ensemble des vecteurs de F qui s’envoient sur le vecteur nul :

Ker(¢) = {z € E | ¢(z) = Op}. (4.10)

A On a toujours 0g € Ker(¢), puisque ¢(0g) = O pour une application linéaire. Le fait
qu’il y ait ou non d’autres vecteurs dans le noyau est relié a 'injectivité de ¢ :

Proposition 74. Soit ¢ : E — F une application linéaire.
1. Ker(¢) est un sous-espace vectoriel de E.

2. ¢ est injective si et seulement si Ker(¢) = {0g}.

Démonstration. & O

Exemple (ENSAB2013 suite). On considére f : R* — R? donnée par f(z,y,2) =
(r+2y+ 2,2z + 4y — z). Alors (z,y, z) appartient & Ker(f) si et seulement si (z + 2y +
z,2x+4y —z) = (0,0), ce qui équivaut & un systéme linéaire homogene de deux équations
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a trois inconnues. On trouve Ker(f) = Vect(—2,1,0), ce qui est bien un sous-espace
vectoriel de R3. L’application f n’est pas injective car son noyau n’est pas réduit a Ogs.
Par exemple, on a f(—2,1,0) = £(0,0,0) = (0,0). Deux vecteurs différents ont la méme
image, cela signifie précisément que f n’est pas injective.

On énonce un petit résultat dont le corollaire est important :

Proposition 75. Si & : £ — F est injective et si (eq,...,e,) est une famille libre
de vecteurs de E, alors (¢(e1),...,¢(e,)) est une famille libre de vecteurs de F'.
Démonstration. 4 O

Corollaire 76. Si ¢ : E — F est injective, alors dim(E) < dim(F).[]

a. On suppose que E et I’ sont de dimension finie.

Démonstration. & O

4.7 Opérations sur les applications linéaires

Théoreme et Définition 77. Soient E, F' des espaces vectoriels, soient f, g :
E — F deux applications linéaires, et soit A € R. Alors :

o lapplication f+g¢g: E — F définie par (f+g)(x) := f(x)+g(z) est également
linéaire ;
o lapplication \f : E — F définie par (Af)(z) := Af(z) est également linéaire.

Muni de ces deux opérations, ’ensemble L(E, F') est un espace vectoriel.

. J

Démonstration. & Vérification directe des définitions.

Proposition 78. Soient F, F, G des espaces vectorielset f: F — Fetg: F — G
des applications linéaires. Alors la composée go f : F' — H est également linéaire.

O J 0O

Démonstration. & Vérifiction directe.

On rappelle que g o f est définie par :

(gof)(z) :==g(f(z)) VzeE

4.8 Isomorphismes et automorphismes

Soient E et F' deux espaces vectoriels.
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Définition 79. Un isomorphisme de E sur F est une application linéaire bi-
jective f : E — F. Un automorphisme de E est un isomorphisme de E sur
lui-méme.

Remarque. Une application linéaire bijective est aussi appelée inversible, comme pour
les matrices (on va voir que c’est tout & fait cohérent).

A On rappelle que, par définition, : E — F est bijective si tout élément de F' possede
un et un seul antécédent par f (cela revient donc a dire que f est a la fois surjective et
injective). Toute application bijective f : E — F posseéde une application réciproque
f~':F — E:ayec F on associe son unique antécédent par f. On a donc ’équivalence :

Vee ENNyeF, flx)=y<=z=f 'y (4.11)

On montre facilement que I'application réciproque f~! d’un isomorphisme f: E — F
est également linéaire. On dit que f~! est I'isomorphisme réciproque, ou encore
l'inverse, de f. Dire que f et f~! sont réciproques 1'une de I'autre, c’est dire que :

flof=idg e fofl=idp.

Proposition 80. Si f: E — F est un isomorphisme, alors dim(E) = dim(F).["]

a. On suppose que F et F sont de dimension finie.

Démonstration. ¢ O

Supposons a présent que f est un automorphisme de R”, et soit A sa matrice cano-
niquement associée. La réciproque f~! est également un automorphisme de R", avec
une matrice canoniquement associée B. Quel est le rapport entre A et B ? Observons le
diagramme suivant :

f(:vilz y &= z= ng(y)

AX =Y <= X=BY

La ligne du bas est une équivalence car c’est la composée des trois autres équivalences.
Mais dire que AX =Y < X = BY revient a dire, comme on 1’a vu plus haut, que A est
inversible et que B est son inverse. On peut donc énoncer le résultat suivant :

e A
Proposition 81. Soit A une matrice carrée d’ordre n, et soit f4 son endomor-
phisme canoniquement associé. Alors :

1. A est inversible si et seulement si f4 est un automorphisme.

2. Si A est inversible, alors A~! est la matrice canoniquement associée a fa L.

\. J

Exemple. ¢ Soit f : R? — R? I’endomorphisme défini par f(z,y) = (2x + 5y, z + 3y).
Montrer que f est inversible et déterminer f1.
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4.9 Théoreme du rang

Le mot « rang » est utilisé dans plusieurs situations en algebre linéaire :

Définition 82. ¢ Le rang d’une famille de vecteurs (u,...,u;) de E est
la dimension du sous-espace vectoriel qu’ils engendrent :

rg(ui, ..., ug) = dim Vect(uy, . .., ug).

e Lerang d’une application linéaire ¢ : F — F est la dimension de I'image
de ¢ :
rg(¢) = dim(Im(¢)).

e Le rang d’une matrice est la dimension du sous-espace vectoriel engendré
par les vecteurs-colonne.

Ces trois notions sont reliées de la maniere suivante :

e Si¢:E — F estlinéaire et si (eq, ..., ey) est une base de E, alors (¢(e1),. .., d(en))
est une famille génératrice de Im(¢), et par conséquent :

rg(¢) = rg(¢(e), - .-, dlen)).

e Si A est une matrice p X n, et si ¢4 : R — RP est 'application linéaire canoni-
quement associée a A, alors les colonnes de A engendrent I'image de ¢4, et par
conséquent :

rg(A) = rg(¢a).

A © Le résultat suivant est fondamental. 11 relie le noyau et 'image d’une application
linéaire, a travers leur dimension.

Théoréme 83. Soit ¢ : E — F une application linéaire.[] Alors :

dim(£) = dim(Ker(¢)) + dim(Im(¢)).

a. On suppose que E et I sont de dimension finie.

J

Démonstration. & O

Exemple (ENSAB2013 suite). #* Soit f : R® — R? 'application linéaire définie par
fler) = € +2€), f(ea) = 2€ +4¢, et f(e3) = €] —4é), ou (e1, ez, e3) est la base canonique
de R3 et (€}, eh) est celle de R

1. Déterminer une base de Ker(f).

2. En utilisant le théoréme du rang, que vous énoncerez, déterminer le rang de f puis
une base de Im(f).
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4 Applications linéaires

Corollaire 84. Soit f : E — F une application linéaire entre deux espaces de
méme dimension[’} Alors il y a équivalence entre :

e f est injective.
e f est surjective.

e f est bijective.

a. C’est en particulier le cas si £ = F, autrement dit pour un endomorphisme f.

Démonstration. & O

4.10 Exercices

Exercice 34. Déterminer si les applications suivantes sont linéaires ou non.

1. fi:(z,y) e R?2 = zy € R.

2. fo:(z,y) ER2 = (z+y,z—y+1) cR2
3. f3:(z,y) ER?2 = (z+y,z—y) € R2

4. fr:(z,y,2) ERP = (x— 2,z +y +2) € R2

Exercice 35. Justifier qu’il existe une unique application linéaire f : R? — R? vérifiant
£(1,0,0) = (1,2), f(0,1,0) = (1,1) et f(0,0,1) = (0,1). Déterminer f(z,y,z) pour tout
(z,y,2) € R3.
Exercice 36. Soit f : R? — R? Iapplication définie par f(z,y) = (z +y,z — y).
1. Déterminer f2 = fo f, puis f3 = fo fo f, puis f4, f°, fS.
2. En déduire la forme générale de f™ pour n € N.
Exercice 37. On pose F := {(z,y,2) € R® z +2y — 2z =0} et G := Vect((1,0,0)).
1. Montrer que F et G sont supplémentaires dans R3.
2. Soit v = (z,y,2) € R3. Déterminer p(v) et s(v), ot p désigne la projection de E sur
F parallelement a G, et s désigne la symétrie de E par rapport a F' parallélement
aG.
Exercice 38. On considere les applications linéaires suivantes :
1. f:R3 — R3 définie par f(z,y,2) = (z+y+ 2,2 —y+ 2,0+ 3y + 2).
2. g:R3 — R3 définie par g(z,y, 2) = (x + 2y,y,x + 2).
3. h:R3 — R définie par h(z,y,2) =z +y + 2.
4. k :R? — R3 définie par k(z,y) = (z,y,7 + ).
1. Déterminer une base du noyau et de I'image pour chacune des applications. Vérifier
le théoreme du rang.

2. Déterminer les applications f + g et hog.
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4 Applications linéaires

3. Montrer que ¢ est un automorphisme de R3, et déterminer g—!.

Exercice 39. Soit u ’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

()

Montrer que u est bijectif. Donner la matrice dans la base canonique de sa bijection
réciproque.
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5 Représentations matricielles

5.1 Matrice d’un vecteur dans une base

Si B = (e1,...,e,) est une base d’un espace vectoriel E, alors tout vecteur v € E se
décompose de maniere unique sous la forme

v=1x1€1 + -+ Tpen (5.1)

avec x1,...,T, € R. Avec ces notations :

Définition 85. La matrice du vecteur v dans la base B est Matg(v) :=

Tn

A Lorsque E = R"™ et B = By est la base canonique, la matrice d’un vecteur est
simplement le vecteur-colonne constitué des composantes de ce vecteur.

Exemple. Considérons R? muni de sa base canonique By. La décomposition du vecteur
(2,1) dans By est simplement (2,1) = 2(1,0) 4+ 1(0,1), donc :

Mats, (2, 1) = m

Mais si on considere a présent la base B = ((1,1),(2,1)), alors le méme vecteur (2,1) se
décompose différemment : (2,1) = 0(1,1) + 1(2,1). Par conséquent :

i

5.2 Matrice d'une famille de vecteurs dans une base

Matg(2,1) =

Si B est une base de E et si vy, ..., v, sont des vecteurs de F, alors la matrice dans
la base B de la famille vy, ..., v, est construite en juxtaposant les vecteurs-colonne de
chacun des v; dans la base B :

Matg(vy, ..., v) = [Matg(vr) | -+ | Mats(vg)] (5.2)

A Le plus souvent, on s’intéresse au cas ou il y a autant de vecteurs v; que la dimension
de E, ce qui fait que la matrice Matg(vy,...,v) est carrée. Le résultat suivant est bien
utile :
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5 Représentations matricielles

Proposition 86. Soit B est une base de F et soit v1,...,v, une famille de n
vecteurs de E, ou n = dim(F). Alors (vy,...,v,) est une base de E si et seulement
si la matrice Matp(v1, ..., v,) est inversible.

Démonstration. #° Considérer I'endomorphisme f : E — E tel que f(e;) = v; pour tout
i=1,...,n. ]

5.3 Matrice de passage d’une base a une autre

On se donne B = (e1,...,e,) et B/ = (e],...,e),) deux bases d'un espace vectoriel E.

Définition 87. La matrice de passage de B a B’ est la matrice notée Pgp
définie par :
PB,B’ = MatB(ell, ceey 6%) (53)

A La notation « Pg s » n’est pas universelle : certains écrivent les bases dans I'ordre
opposé, ou en indice et exposant, etc.

Exemple. Soient B = ((1,1),(1,2)) et B = ((2,-1),(—3,2)). Il s’agit bien de bases
de R? car chacune est constituée de deux vecteurs non colinéaires. Une résolution de
systéeme montre que :

PR

Par conséquent, la matrice de passage de B & B’ est :
5 =8
Pgp =
B,B [_3 5 ‘| Y

Proposition 88. La matrice de passage Ppg ' est inversible, et son inverse est

2

+55

2

Pglﬁ.

Démonstration. & O

Exemple. On continue I’exemple précédent. La matrice Pg g trouvée est bien inversible
(son déterminant n’est pas nul). La matrice de passage de B’ a B est donc son inverse :

11
_ 5 -8 5 8
Pys=Psp = l—3 51 L’) 5]

-3 1]
2] et [2 =38

Vérifions-le : on a effectivement

e

+3
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5 Représentations matricielles

A © Dans de nombreux cas, et particulierement dans les épreuves du concours, ['une
des bases est la base canonique de R". La situation est alors plus simple :

Proposition 89. Lorsque £ = R" et By est la base canonique, alors la matrice
Pg, 5 s’obtient en écrivant successivement les vecteurs de B sous forme de vecteurs-
colonne.

Exemple. Soit By la base canonique de R3. La famille B = ((1,2,1),(—1,1,1),(0,1,1))
est une autre base de R3. On obtient la matrice de passage de By & B en écrivant
« verticalement » les vecteurs de B :

1 -1 0
Pg,p=12 1 1
1 1 1
En effet, on a par exemple :
1 1 0 0
20 =10 +2 (1| +1]0
1 0 0 1

La matrice de passage dans 'autre sens Py g, est I'inverse de P. Apres calcul, on trouve :

0 1 -1
Pspg,=|-1 1 -1
1 -2 3

L’effet d’un changement de base sur la matrice d’un vecteur est donné par le résultat
suivant.

Proposition 90. Soient B et B’ deux bases de F, et soit v € E. Alors :

Matlg/(v) = PB’,B MatB(’U). (54)

Exemple. On considére la base canonique By de R?, ainsi que la base B = ((1, 1), (1,2)).
On voit facilement que (2,1) = 3(1,1) — (1,2), et par conséquent :

Matp,(2,1) = [ﬂ et Matp(2,1) = [_31]

D’autre part, comme on I’a vu plus haut, la matrice de passage Pg, s s’écrit a vue :

11
PBOvB_[l 2}

(1). Une maniére de montrer que c’est une base est d’ailleurs de montrer que la matrice de passage est
bien inversible, par exemple en montrant que son déterminant n’est pas nul.
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5 Représentations matricielles

On vérifie que l'on a effectivement Matg, (v) = Pg, s Matg(v) :

J=b 1

5.4 Matrice d’une application linéaire dans des bases

On considére une application linéaire f : E — F. On choisit une base B = (ey,...,¢ey)
de E et une base C de F.

Définition 91. La matrice de I’application linéaire f dans les bases B et C est :

Mate,s(f) := Mate(f(e1), ..., f(en))- (5.5)

A Bien noter 'ordre dans lequel on écrit les bases en indice dans « Matc g(f) » : la base
de I'espace de départ a droite, la base de I'espace d’arrivée a gauche.

A A Comme pour les matrices de passage, cette convention d’écriture n’est pas univer-
selle.

© Un cas particulierement simple est celui ol on écrit la matrice d’une application
linéaire f : R™ — RP dans les bases canoniques. Voici deux exemples caractéristiques :

Exemple. On note (e1,e3) la base canonique de R?, et (€], e}, e}) celle de R3. Soit
f : R? — R3 'application linéaire telle que f(e1) = €| + €5, f(e2) = —2€} + e + 3eb.
Alors la matrice de f dans les bases canoniques est :

1 -2
0 1
1 3

Exemple. Soit f : R® — R? l'application linéaire définie par f(z,y,2) = (20 —y +
z,—x +y — z). Alors la matrice de f dans les bases canoniques est :

2 -1 1
-1 1 -1

En effet, on a par exemple f(1,0,0) = (2,—1) = 2(1,0) — 1(0, 1), d’out la premiére colonne
de la matrice de f.

Proposition 92. Soient f: E — F une application linéaire, B une base de E, C
une base de F, et v un vecteur de E. Alors :

Mate(f(v)) = Matc 5(f) Matg(v). (5.6)

Démonstration. ##° 11 suffit de le vérifier pour les vecteurs v de la base B. O
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5.5 Matrices et opérations sur les applications linéaires

Les opérations sur les applications linéaires (addition, multiplication par un scalaire,
composition) vues dans la section correspondent aux opérations matricielles (addition,
multiplication par un scalaire, multiplication des matrices).

On considere des espaces vectoriels E, F, G et on se donne une base B de F, une base
C de F' et une base D de G.
Addition, produit par un scalaire

Soient f,g: E — F deux applications linéaires, et soit A € R.

Proposition 93. Avec ces notations, on a :

Mate (f + g) = Mate s(f) + Matc s(g) et  Mate g(Af) = AMate 5(f)

Composition
Soient f: E — F et g: G — H des applications linéaires :

ELct g

Proposition 94. Avec ces notations, on a :

Matp 5(g o f) = Matp ¢(g) Mate 5(f) (5.7)

A On voit que le produit des matrices correspond a la composition des applications
linéaires.
Exemple. ¢ Soit f : R? — R? définie par f(x,y) = (z +y,z — 2y).

1. Ecrire la matrice A de f dans la base canonique.

2. Calculer A2.

3. Donner une formule pour 'application linéaire f2 = fo f, c’est-a-dire f2(z,y) =....

Matrice de l'inverse d’une application linéaire

Si f: E — F est une application linéaire inversible (un isomorphisme), on sait que
f~1: F — E est également linéaire (inversible).

Proposition 95. Si f: F — F est inversible, alors

Matgc(f~!) = Mateg(f) "
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5 Représentations matricielles

5.6 Matrice d’'un endomorphisme dans une base

Lorsque l'espace de départ et ’espace d’arrivée sont les mémes, on peut utiliser la
méme base pour les deux. On obtient ainsi la notion de matrice d’un endomorphisme
dans une base.

Définition 96. Soient E un espace vectoriel, f € L(F) un endomorphisme de E,
et B = (e1,...,e,) une base de E. La matrice Matg(f) de f dans la base B
est :

MatB(f) = Matlg,lg(f).

Exemple. Soit E de dimension 3, muni d’une base B = (e1, ez, e3). Soit f : R® — R3
lapplication linéaire définie par f(e1) = e1 +e2 +e3, f(ea) = ez et f(e3) = e1 +e3. La
matrice de f dans la base B est alors :

1
Matp(f) = |1
1

o = O

1
0
1

A © Le cas on I’espace vectoriel est £ = R™, muni de la base canonique, est le plus
fréquent en début d’énoncé. On retrouve bien la notion de « matrice d’une application
linéaire dans les bases canoniques » qui a été vue dans le chapitre « Applications linéaires ».

Exemple. Soit f : R? — R? donnée par f(z,y,2) = (x+y—2, 20+ 3y+ 2,4z —y +22).
La matrice de f dans la base canonique est alors :

Matg(f) = [-2 3 1

T 1 1 1| |z
yl—|-2 3 1|y (5.8)
z 4 -1 2 z

Théoréeme 97. Soit f : E — E un endomorphisme, et soient B,C deux bases
de E. Alors :

Mate(f) = Pe,s Matg(f)Psc
= (Psc)”' Mats(f)Psc

Démonstration. & O
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5 Représentations matricielles

Définition 98. Deux matrices carrées A, B € M, (R) sont semblables s’il existe
une matrice inversible P € M, (R) telle que B = P~*AP.

Comme on vient de le voir, les matrices d’un méme endomorphisme dans des bases
différentes sont semblables.

[ Proposition 99. Si B = P~'AP avec P inversible, alors B¥ = P~1A*P,

Démonstration. & O

5.7 Matrice d’'un endomorphisme dans une « bonne » base

Donnons un exemple simple de cette situation, qui sera le theme central du chapitre
suivant sur la réduction.

Dans R?, on considére F = {(z,y,2) € R® | x +y + 2z = 0} et G = Vect(1,1,—1) et on
note f la projection de R? sur F parallélement a G. On montre (¢*) que la matrice de f

dans la base canonique est :
0o -1 -1

& En prenant v = (7,7,?), v=(2,7,?) et w = (?,7,?) de sorte que (u,v) soit une base
de F et que w soit une base de G

« pourquoi la famille (u, v, w) est-elle automatiquement une base de R3 ?

o quelle est la matrice de f dans la base (u,v,w)?
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6 Réduction

On parle de « réduction » a la fois pour les matrices et pour les endomorphismes.

6.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Valeurs propres et vecteurs propres d’'un endomorphisme

On se place dans un espace vectoriel E et on considere un endomorphisme f de F.

Définition 100. Une valeur propre de f est un scalaire A\ € R pour lequel il
existe un vecteur non nul x € E tel que f(x) = Az. Un tel vecteur x est dit
vecteur propre de f associé a la valeur propre \.

A Un vecteur propre est différent de O par définition. En effet, le vecteur nul vérifie
f(0g) = A0g pour tout scalaire A\, donc l'autoriser dans la définition reviendrait a dire
que tout scalaire est valeur propre... En revanche, le scalaire 0 peut tres bien étre valeur
propre : dire que 0 est valeur propre de f revient d dire que f n’est pas injective. &

Proposition et Définition 101. Soit A € R une valeur propre de f. L’ensemble
E) :={x € E | f(x) = Az} est un sous-espace vectoriel de E. On l'appelle le
sous-espace propre de f pour la valeur propre \.

Exemple. ¢ Soit f I’endomorphisme de R? défini par f(z,y) = (x + 2y,2z + ¥).

1. Calculer f(1,1). En déduire une valeur propre de f. Déterminer le sous-espace
propre associé.

2. Montrer que —1 est une autre valeur propre de A. Déterminer le sous-espace propre
associé.

3. Former une base de R? constituée de vecteurs propres de f. Quelle est la matrice
de f dans cette nouvelle base ?

Proposition 102. Si A et pu sont deux valeurs propres différentes de f, alors
Ey\N EM = {0 E}

Démonstration. & O
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A En fait, on a un résultat plus général, pas explicitement au programme mais dont on
reparlera plus loin :

Proposition 103. Des sous-espaces propres associés a des valeurs valeurs propres
différentes sont en somme directe.

Démonstration. & O

Valeurs propres et vecteurs propres d’'une matrice

Soit A € M,,(R) une matrice carrée. On l'identifie & son application linéaire canonique-
ment associée, c¢’est-a-dire qu’on voit A comme ’application linéaire :

A : R* - R»
X = AX

ou les éléments X de R™ sont vus comme vecteurs-colonne. Une valeur propre de A est
donc un scalaire A pour lequel il existe un vecteur-colonne non nul X tel que AX = A X.
Un tel X est appelé vecteur propre de A pour la valeur propre A. Le sous-espace propre
associé est alors :

Ey={X eR"| AX = AX}.

2 11 1 1
Exemple. ¢ Soit A= |1 2 1|.Onpose X = |1| et X' = |—1].
1 1 2 1 0
1. Calculer AX. En déduire une valeur propre de A. Déterminer le sous-espace propre

associé.

2. Calculer AX’. En déduire une autre valeur propre de A. Déterminer le sous-espace
propre associé.

A Les résultats annoncés pour les endomorphismes sont encore vrais pour les matrices.

6.2 Recherche des valeurs propres : polyn6me caractéristique

© Le programme du concours se limite & la détermination des valeurs propres et vecteurs
propres en dimension 2 ou 3.

Soit A une matrice carrée d’ordre n = 2 ou n = 3.

Définition 104. Le polyndéme caractéristique P4 de la matrice A est la fonc-
tion définie par P4(\) := det(A — \1I,,).

A La fonction P4 () est effectivement un polynéme de degré n en A (voir les exemples
plus loin).

73



6 Réduction

Théoréme 105. Les racines[’] du polyndme caractéristique P4 sont les valeurs
propres de la matrice A.

a. Les racines d’un polynoéme P(X) sont les valeurs A pour lesquelles P(\) = 0.

Démonstration. & Dire que ) est valeur propre de A revient a dire que A — A\, n’est

pas inversible. O
Exemple. ¢ Pour A = ; 1> on trouve Pa(\) = A2 — 2)\ — 3; il s’agit bien d’un
polynome de degré 2. Ses racines sont A = 3 et A = —1. Ce sont bien les valeurs propres

qu’on a observées plus haut.

2 11
Exemple. Pour A= |1 2 1|, on trouve P4(\) = —A3 + 6A% — 9\ + 4; il s’agit bien
1 1 2
d’un polynoéme de degré 3. Ses racines sont A = 1 (racine évidente) et A = 4. Ce sont
bien les valeurs propres qu’on a observées plus haut.

A Pour trouver les racines d'un polynoéme caractéristique de degré 3, essayer de profiter
d’une factorisation au cours du calcul, ou bien chercher des racines évidentes (comme 0,
+1...) et « factoriser par les racines ».

Cas des matrices triangulaires A

Il s’agit d’un cas particulier important. Les valeurs propres d’une matrice triangulaire,
en particulier d’une matrice diagonale, sont ses coefficients dz'agonaux. Voyons-le sur
des exemples, le cas général étant le méme :

2 3 R e
e Les valeurs propres de lo N 1] sont 2 et —1. En effet, le polynéme caractéristique

est
2—A 3
det [ 0 _1_)\] =2-N(-1-2),
et ses racines sont bien 2 et —1.
1 2 3
e Les valeurs propres de [0 1 2| sont 1 et 4. En effet, le polynéme caractéristique
0 0 4

(1). Sachant que A = 1 est racine, on peut « factoriser par A — 1 ». &‘ On obtient —X\3 +6A% — 9\ 44 =
(A=1)(--+) avec dans la derniére parenthése un polynéme de degré 2, dont on sait trouver les racines...

(2). Ceci vient du fait que le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des coefficients
diagonaux.

(3). A Ne jamais développer un polynéme déja factorisé quand on cherche ses racines!
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est
1-Xx 2 3
det| 0 1-Xx 2 | =@1-XN2%4-N),
0 0 4-—2A

et ses racines sont bien 1 et 4.

Polynéme caractéristique d’'un endomorphisme

Soit f : ' — E un endomorphisme. On affirme que le polynéme caractéristique de la
matrice de f dans n’importe quelle base de E est toujours le méme : si B et C sont deux
bases de E et si on pose A = Matg(f) et B = Matc(f), on sait que B = P~'AP pour
une matrice inversible P. Par conséquent :

Pp()\) = det(B — \I,,) = det(P™1AP — \I,)
=det(P~1(A - \I,)P)
= det(P~ )det(A Al,) det(P)
=det(A — A\I,) = Pa(N)

Définition 106. Le polynéme caractéristique d’'un endomorphisme est celui
de sa matrice dans n’importe quelle base de E.

© Souvent, E = R™ et on prend la base canonique. Ou alors f est déja donnée par sa
matrice A (voir plus haut).

Exemple. #* On note (ey, e2) la base canonique de R?. Soit f I’endomorphisme de R?
défini par f(e1) = e1 + 2es, f(e2) = 2e; + 4des.
1. Ecrire la matrice de f dans la base canonique.

2. En déduire les valeurs propres de f.

6.3 Endomorphismes et matrices diagonalisables

Théoréme et Définition 107. Pour un endomorphisme f : E — E, il y a
équivalence entre :

o il existe une base de E constituée de vecteurs propres;
« il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est diagonale.

Si tel est le cas, on dit que f est diagonalisable.

\. J

7 . » . N 7 oy . .
Démonstration. & Revenir a la définition de « matrice d'un endomorphisme dans une

base ». O

4). A Ne jamais développer un polynéme déja factorisé quand on cherche ses racines!
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Théoréme et Définition 108. Pour une matrice carrée A € M,(R), il y a
équivalence entre :

e l’endomorphisme de R™ canoniquement associé & A est diagonalisable ;

o il existe une matrice inversible P € M,,(R) telle que P~* AP soit une matrice
diagonale.

Si tel est le cas, on dit que A est diagonalisable.

J

, . > . . . N ,
Démonstration. & Voir P comme matrice de passage de la base canonique a une éventuelle
base constituée de vecteurs propres. O

Exemple. ¢ Soit f 'endomorphisme de R? canoniquement associé a la matrice

702
1. On vérifie que les valeurs propres de A (donc de f) sont 3 et 5.

2. On montre que (1,—2) est une base de Ej3, et que (1,—1) est une base de Es.

3. (((1,-2),(1,—1)) est une base de R? constituée de vecteurs propres de f. La matrice
de f dans cette base est :
30
0 5

L’endomorphisme f est donc diagonalisable.

4. La matrice de passage de la base canonique a la base de vecteurs propres est

_ (1 - a5 130
P—l_Q _J.OnverlﬁequeP AP—lO 51.

Exemple. ¢ Soit f ’endomorphisme de R? canoniquement associé & la matrice

oy

1. La matrice A est triangulaire, donc A = 1 est la seule valeur propre.
2. Le sous-espace propre E; est de dimension 1, engendré par (1,0).

3. Il n’existe pas de base de E constituée de vecteurs propres. L’endomorphisme f
n’est donc pas diagonalisable.

Exemple. ¢ Soit f ’endomorphisme de R? canoniquement associé & la matrice

A=

— = N
— N =
Gy
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1. On vérifie que les valeurs propres de A (donc de f) sont 1 et 4, et que :
e ((—-1,0,1),(0,—1,1)) est une base de E ;
e (1,1,1) est une base de Ey.

2. On a dim(R?) = dim(E}) + dim(E}y), donc f est diagonalisable.

3. La famille ((—1,0,1),(0,—1,1)),(1,1,1)) est une base de R?, et la matrice de f
dans cette base est :

1 00
010
0 0 4
4. La matrice de passage P de la base canonique a la base de vecteurs propres est
-1 0 1 100
P=|0 -1 1|.On vérifie que P7'AP=1{0 1 0].
1 1 1 0 0 4

6.4 Matrices diagonalisables

Comme les sous-espaces propres sont en somme directe, il suffit de compter les dimen-
sions :

Théoréme 109. A Un endomorphisme de E est diagonalisable si et seulement si
la dimension de F est égale a la somme des dimensions des sous-espaces propres.

’ . » . . , .
Démonstration. # Revoir la section sur les sous-espaces supplémentaires. O

En particulier, on a une condition suffisante de diagonalisabilité :

Théoréeme 110. Si un endomorphisme de E possede n valeurs propres, ou n =
dim(E), alors cet endomorphisme est diagonalisable.

)3 . S . . .
Démonstration. & Les sous-espaces propres sont de dimension au moins 1... ]

A Si B est une base constituée de vecteurs propres, alors la matrice de f dans B est
diagonale, avec une diagonale constituée des valeurs propres prises dans 'ordre des
vecteurs propres et répétées autant de fois que la dimension du sous-espace propre
associé.

6.5 Six résultats au programme (avec commentaires)

Propriétés des sous-espaces propres

Le programme du concours mentionne deux résultats (reliés) & connaitre :
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e Une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes est libre.

e Une famille obtenue par jurtaposition de bases de sous-espaces propres associés a
des valeurs propres distinctes est libre.

Plus précisément :

Théoréme 111. Soit f un endomorphisme[’ de E. Soient A1, ..., \; des valeurs
propres de f, deux a deux distinctes.

1. Soient x1, ...,z des vecteurs de E tels que x; est vecteur propre de f pour
la valeur propre \; pour chaque i = 1,..., k. Alors la famille (z1,...,xy) est
libre.

2. Soient B; une base de E),, B2 une base de E),, etc. jusqu’a By une base
de E), . Alors la famille (By,Bs. .., By), obtenue en juxtaposant les vecteurs

des différentes bases, est une famille libre.

a. De méme pour une matrice.

J

Démonstration. &4 O

A En fait, le « vrai » résultat est : les sous-espaces propres sont en somme directe. Les
deux résultats ci-dessus en sont des conséquences.

Caractérisation de la diagonalisabilité

Théoréme 112. Une matrice carrée est diagonalisable si et seulement si la somme
des dimensions de ses sous-espaces propres est égale a la dimension de la matrice.

Démonstration. #° Appliquer le résultat sur les bases mentionné plus haut. O

A © Cest un résultat tres utile, en particulier pour le concours : une fois les valeurs
propres puis les sous-espaces propres déterminés, il suffit de compter les dimensions pour
savoir si la matrice (ou I’endomorphisme) est diagonalisable.

Une condition suffisante de diagonalisabilité

Théoréme 113. En dimension trois, une matrice ayant trois valeurs propres
distinctes est diagonalisable.

Démonstration. #* Conséquence du résultat précédent. O

A En fait cest général : toute matrice carrée d’ordre n qui possede n valeurs propres
distinctes est diagonalisable.
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A 11 est pas nécessaire qu’il y ait n valeurs propres pour que la matrice soit diagonali-
sable (penser a l'identité).

Matrices symétriques

[ Théoréeme 114. Toute matrice carrée symétrique réelle est diagonalisable. ]

Démonstration. & O

. . 2 3 . . .
Par exemple, on sait a priori que la matrice [3 2] est diagonalisable, puisqu’elle est

symétrique.

Valeurs propres complexes

Théoréme 115. Toute matrice carrée a coefficients réels admet au moins une
valeur propre complexe.

On a vu ce qu’est une valeur propre réelle pour une matrice A. Mais qu’est-ce qu'une
« valeur propre complexe » ?

¢ On sait que les racines du polynéme caractéristique P4 sont les valeurs propres de
la matrice A.

e On dit qu’un nombre complexe X\ est valeur propre complexe de A s’il existe
un vecteur-colonne complexe X non nul tel que AX = A X.

o Les valeurs propres (réelles et complexes) de A sont exactement les racines (réelles
et complexes) du polyndéme caractéristique Pjy.

o Or tout polynéme non constant admet au moins une racine complexe (théoreme de
d’Alembert-Gauss). C’est pourquoi toute matrice carrée da coefficients réels admet
au moins une valeur propre complexe.

Remarque. Si on se limite aux matrices d’ordre 2 ou 3, on peut étre plus précis :

e toute matrice réelle d’ordre 2 possede ou bien deux valeurs propres réelles distinctes,
ou bien une seule valeur propre réelle « double », ou bien deux valeurs propres
complexes non réelles conjuguées ;

e toute matrice réelle d’ordre 3 posséde au moins une valeur propre réelle.

Exemple. ¢ Soit A = [(1) _011

1. Calculer le polynéme caractéristique de A.

(5). Car tout polyndme réel de degré 3 doit s’annuler quelque part : regarder les limites en +oo et
appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires.
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2. Montrer que +i sont les valeurs propres de A.

3. Trouver un vecteur colonne complexe X tel que AX = ¢X. En déduire un vecteur
colonne complexe Y tel que AX = —iY (idée : —i est le conjugué de i...)

4. A partir de X et Y, construire une matrice inversible complexe P telle que

AR PR
)

6.6 Synthese

Pour déterminer si un endomorphisme f : R” — R" ou une matrice A d’ordre n est
diagonalisable, et si oui la diagonaliser :

1. Dans le cas d’'un endomorphisme f, commencer par écrire sa matrice A dans une
base (par exemple la base canonique pour un endomorphisme de R™).

2. Calculer le polynéme caractéristique de A, puis chercher les racines de ce polynéme :
ce sont les valeurs propres de la matrice ou de I’endomorphisme.

3. S’il y a n valeurs propres distinctes, en conclure que la matrice ou 'endomorphisme
est diagonalisable.

4. Pour chaque valeur propre, déterminer le sous-espace propre associé.

5. Faire la somme des dimensions des sous-espaces propres : si elle vaut n alors A (ou
f) est diagonalisable, sinon elle (il) ne 'est pas.

6. Pour diagonaliser un endomorphisme : former une base de R™ en juxtaposant des
bases des sous-espaces propres ; écrire la matrice de f dans cette base : c’est une
matrice diagonale, avec les valeurs propres sur la diagonale.

7. Pour diagonaliser une matrice : former une matrice carrée P en juxtaposant les
vecteurs-colonne des bases des sous-espaces propres ; inverser cette matrice P, puis
écrire P AP : c’est une matrice diagonale, avec les valeurs propres sur la diagonale.

6.7 Applications de la diagonalisabilité

6.7.1 Calcul de la puissance k-éme d’une matrice carrée

Les puissances d’une matrice diagonale sont simples a calculer : on montre facilement
(par récurrence sur k) que diag(\1, ..., \,)* = diag(\}, ..., A\F). Par exemple :

e

Voyons sur un exemple comment on détermine les puissances d’une matrice diagonali-
sable. On montre que les valeurs propres de la matrice

=]
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sont 5 et 3. Apres calcul des vecteurs propres, on trouve une matrice de passage

P

telle que P~1AP = B g] On en déduit que A = P [8 g] P~! puis par récurrence
5 0"
que AF =P lo 3] P~1. Apres calcul de P~1, on trouve :

Ak — 2.5k — 3k 5k — 3k
“|2-3F—2.5F 2.3k _5k

6.7.2 Systemes différentiels
6.8 Exercices : sujets de concours 2008-2018

A Voici les exercices d’algebre linéaire des épreuves de concours de 2008 & 2018, par
années décroissantes. Les notations et formulations ont été respectées dans la mesure du
possible.

Exercice 40 (ENSAB 2018). Pour tout réel ¢t € R, on définit la matrice M; par
0 t 0
My=1|1—-t 0 ¢t
0 1—-t 0
1. Montrer que pour tout réel ¢, 0 est valeur propre de M;.

2. Déterminer I’ensemble R des nombres réels ¢ tels que M; est diagonalisable dans R.

3. Déterminer I’ensemble C des nombres réels ¢ tels que M; est diagonalisable dans C.

Exercice 41 (ENSAB 2017). On considere la matrice

2 2 1
M=[|-1 -1 -1
1 0 0
Déterminer les valeurs propres de M.
La matrice M est-elle inversible ?

Déterminer les espaces propres associés aux valeurs propres de M.

- o

La matrice M est-elle diagonalisable ?

Exercice 42 (ENSB 2016). D_a}ms ]Rj muni de_§a ba_s;e canonique (i 7 l_<:>), on note f
lendomorphisme défini par f(i)= 141 + k, f(j)=7, f(k)= 1 —
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1. Donner la matrice A de f dans la base canonique.

2. On donne :
1 0 1 1 10
B=1[0 v2 0|, c=|1], D=0 1
1 0 -1 1 11

tD est la transposée de D.
Calculer, lorsque cela est possible, les produits matriciels suivants :

BC :'DB;'CA; B>; DB; A?;'CAC ; CD

Si certains calcules ne sont pas possibles, les identifier et justifier.
3. B est-elle inversible ? Si oui, donner son inverse.

4. A est-elle diagonalisable 7 Donner ses valeurs propres et les vecteurs propres associés.

Exercice 43 (ENSAB 2015). Dans cet exercice, le plan est muni d’un repére orthonormé
(O;f, j) On rappelle qu'un vecteur @ a pour coordonnées (z;y) dans la base (Z, ;) si
@ = i +yJ, et quun point M du plan a pour coordonnées (z;y) dans le repere (O; i, j)
si OM = i + yj

On considére lapplication linéaire f qui a tout vecteur 4 du plan de coordonnées (x;y)
dans la base (i, ) associe le vecteur f(#@) de coordonnées

(§x_£ .§x+§)
gt T Y Tty

Toujours dans la base (7, ), soit A la matrice de f.
1. Donner la matrice A.
2. Calculer son déterminant. A est-elle inversible ?
3. Cette matrice admet-elle des valeurs propres réelles 7

Soit Ap un point du plan de coordonnées (x;y), Ag # (0,0) et uj le vecteur O Ay.
Soit uy = f(ug)) et Ay le point du plan défini par OA; = uj.

4. Montrer que le triangle OAgA; est rectangle.

5. Donner le cosinus de I'angle (O Ag; 07% ).

Exercice 44 (ENSAB 2014). On désigne par (ej;e2) la base canonique de R?, et I'on
considere ’endomorphisme u de R?, de matrice A dans la base canonique de R? suivante :

=31

82



6 Réduction

1. L’endomorphisme u est-il bijectif 7 Dans ce cas donner la matrice de sa bijection
réciproque.

2. Déterminer une base (v;vs) de R? dans laquelle la matrice B de I'endomorphisme
u soit de la forme suivante :
21
B = .

3. Donner la (ou les) valeurs propres de u ainsi que le (ou les) sous-espaces propres
associés. Cet endomorphisme est-il diagonalisable ?

4. Cette question est indépendante des précédentes. On considere le systéme d’équations
différentielles suivant :

¥ =-x+3y
y = —-3z+5y

Ou z et y sont des fonctions du temps ¢, vérifiant les conditions initiales suivantes :
pour t =0, (0) = =2 et y(0) = 1.

a) On pose z = x — y. Montrer que z vérifie '’équation différentielle 2’ = 2z avec
la condition initiale z(0) = 1.

b) Donner I'expression de z en fonction du temps.

c) En déduire celles de x et de y.

Exercice 45 (ENSAB 2013). 1. Premiére partie. On note (e1, ez, e3) et (€], €5) les
bases canoniques respectives de R? et R?. Soit f lapplication linéaire de R? dans
R? définie par :

fler) =€) +2e5,  flea) =2¢) +4ey,  fles) = e} — e

a) Ecrire la matrice de f dans les bases canoniques.

b) Déterminer une base de Ker(f). En utilisant le théoréme du rang que vous
énoncerez, déterminez le rang de f puis une base de Im(f).

2. Deuxiéme partie. Soit ¢ Papplication linéaire définie de R* dans R* dont la
matrice dans la base canonique est :

SO ==
S O NN
NN OO
- w O O

a) Rappeler la définition d’une valeur propre et d’un vecteur propre associé pour
une matrice carrée.

b) Calculer le rang de g, en déduire sans calcul une valeur propre simple de g.
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c) Vérifier que le vecteur u = est vecteur propre de g.

_= =0 O

1 2 1 4
(Vous préciserez les valeurs propres et une base de chaque espace propre).

d) Soient les matrices C' = < L2 ) et D = ( 23 ) Diagonaliser C' et D.

e) Vérifier que les valeurs propres obtenues sont les valeurs propres de la matrice
c

A associées a des vecteurs propres du type : ou

Qe OO

d
0
0

Exercice 46 (ENSAB 2012). Soit B une matrice (3,3) & valeurs réelles, et I la matrice
identité de taille (3, 3).

1. Simplifier les expressions suivantes : (I — B + B?)(I + B) et (I + B)(I — B + B?).

1 2 0
2. Soit A la matrice définiepar A=| 0 1 3 | et B= A —I. Calculer B? et B>.
0 01

3. En déduire que A est inversible et déterminer son inverse.

4. Donner les valeurs propres de A et les sous-espaces propres associés. A est-elle
diagonalisable ? Justifier.

Exercice 47 (ENSAB 2011). 1. Soit a un nombre réel, et u, v, w les vecteurs de R3
u = (17_270)7 V= (1,@,0), w = (07071)

Pour quelle V&]QUI‘S@ de a ces vecteurs sont-ils linéairement indépendants ?

2. Soit f l'application linéaire de R? dans R? définie dans la base canonique B de R3
par
f<17070):u7 f(07170):v7 f(07071):w

a) Donner la matrice (que 'on notera F') de f dans la base canonique B de R3.

b) Suivant les valeurs de a trouvées a la question précédente donner son rang,
définir son espace image Im(f), et donner une base de son noyau Ker(f) dans
la base canonique B

(6). Erreur d’accord singulier/pluriel présente dans ’énoncé.
(7). Parfois il faut aussi se battre contre 1’énoncé... Si vous trouvez que ce « dans la base canonique »
final ne veut rien dire, ajoutez 1 point & votre moyenne semestrielle du module de biologie.
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3. On suppose dans cette question que a vaut —3. Soit g I'application linéaire de R3
dans R? définie par

g(u) = (1707 1)7 g(v) = (17 172)> g(w) = (27 1>3)

Donner la matrice, que ’on notera GG, de g dans la base canonique, ainsi que son
rang.

Exercice 48 (ENSAB 2010). On donne les matrices suivantes :

2 0 2 b T
A=|1a 1| B=|1| X=|y
0 3 0 0 z

ou a, b, z,y sont des réels.

1. Pour quelles valeurs de b I’équation matricicelle AX = B a-t-elle des solutions?
Donner ces solutions.

2. Donner le rang de la matrice A. Existe-t-il des valeurs de a pour lesquelles cette
matrice est inversible 7

3. Pour a = 0, donner les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice A.
Cette matrice est-elle diagonalisable ?

Exercice 49. (ENSAB 2009) Soit a et b deux réels. On donne les matrices G, A, X, X'
définies par :

) 1 1
G=| 0 54a -3 A=
0 3 3 1 -2 1 0
0 b 0 b
Lo L2 1o
X — X'=10 1 -2 b
-2 1 1 -1 1 0
0 b 0

1. Calculer X’X, que I’on comparera & G. Pour quelles valeurs de a et b ces deux
matrices sont-elles égales ?

2. Pour quelles valeurs de a la matrice G est-elle inversible ?
3. Calculer le rang de la matrice X. En déduire celui de la matrice A.

4. Pour a = —10, effectuer une diagonalisation de G. On donnera les valeurs propres
de G ainsi que les sous-espaces propres associés.
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Exercice 50 (ENSAB 2008). On donne une matrice A qui dépend du parametre réel a :

a+1 3
A= .
( 2¢—3 a-—1 )
Que vaut son déterminant ?

Pour quelles valeurs de a la matrice A est-elle inversible ?

Calculer dans ce dernier cas 'inverse A~! de A.

Ll O

On prend a = 12. Quelles sont les valeurs propres de A7 Donner deux vecteurs
propres associés a ces valeurs propres.

ot

Méme question avec a = 2.

6. Pour a = 1, la matrice A a-t-elle encore des vecteurs propres (réels) ?

6.9 Pour aller plus loin

Voici des énoncés d’exercices posés a l'oral entre 2006 et 2011, tels qu’on les trouve sur
le site du concours. Les

Exercice 51. (2011) Soit ¢ un nombre réel et la matrice A(t) = -t 1-t 0
—1 t 1—-2t
On note E I'ensemble de ces matrices quand ¢ décrit R.

1. Montrer que si deux matrices appartiennent a F, leur produit est encore un élément
de F.

2. Déterminer les valeurs de ¢ pour lesquelles A(t) est inversible. Montrer que dans ce
cas A(t)~! appartient encore & E.

1 10
Exercice 52. (2010) On considére la matrice A définie par A= [0 1 1
0 01

1. Etablir 'existence de deux suites réelles (a,) et (by) telles que, pour tout entier

n>1,
1 a, b,
A"=|0 1 a,
0 0 1
2. En déduire une expression explicite de A™.
-1 -1 2
Exercice 53. (2010) On considére la matrice A = 1 2 —1 | et onnote ¢ l'en-
-2 -1 3
2 00
domorphisme de R? représenté par A dans la base canonique. Onnote B=| 0 1 1
0 01
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1. Montrer que la matrice A n’est pas diagonalisable.
2. Soit v un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre 1. Trouver un vecteur w
de R? tel que p(w) = v + w.

3. Montrer qu’il existe une matrice P inversible telle que B = P~'AP.

100
140

2 39
1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

2. On cherche & résoudre dans M3(R) I'équation (E) : M? = A.
Démontrer que si M est solution de (E), alors A et M commutent et tout vecteur
propre de A est vecteur propre de M.

Exercice 54. (2010) Soit A =

3. En déduire que toute solution de (E) est diagonalisable et déterminer toutes les
solutions de (E).

Exercice 55. (2010) Soit m € R. On considére les matrices H,, définies par H,, =

—1-m m 2
—-m 1 m . On note h,, I’endomorphisme de R? représenté par H,, dans
—2 m 3—m

la base canonique de R3.

1. Montrer que 1 est valeur propre commune a tous les endomorphismes h,,. Chercher
les sous-espace propre associés. Déterminer un vecteur propre v; commun a tous
ces espaces.

2. On note v2 = (1,0,1) et v3 = (1, 1,0). Vérifier que (v1,v2,v3) forment une base de
R? et donner la matrice de h,,, dans cette base.

3. Pour quelles valeurs de m, h,, est-elle diagonalisable 7

1 1/n 1/n
Exercice 56. (2008) Pour n € N*, on pose A, = | —1/n (n+2)/n 1/n
1/n —1/n 1

1. Montrer sans calculs que 1 et 1 + 1/n sont valeurs propres de A,. A, est-elle
diagonalisable ? Inversible ?

2. Pour tout n € N*, on note B, la matrice produit B, = A1As--- A,. La matrice
B,, est-elle diagonalisable ? Inversible ? Si oui, déterminer B, .

1 -2 -6

Exercice 57. Soit la matrice A= | -3 2 9 . Calculer A2. La matrice A est-elle
2 0 -3

inversible 7

Exercice 58. Soit n un entier > 3 et a, b deux réels. On considere la matrice A = (a;;) €
M, (R) définie par :
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1 1 1
a 0 0 b
A= :
a 0 b
11 11

1. Déterminer le rang de la matrice A.
2. Déterminer le noyau de A, sa dimension, et en donner une base.

3. La matrice A est-elle diagonalisable ?

Exercice 59. (2008) Soit E ’espace vectoriel des applications de R dans R et soit
fi:x— e et fo:x— ze?® deux fonctions de E. F est le sous-espace vectoriel de F
engendré par fi et fo : F' = Vect{f1, f2}.

1. Démontrer que (f1, f2) est une base de F.

2. Soit ¢ définie par Vf € E, ¢(f) = f'. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E
et déterminer sa matrice M dans la base (f1, f2). Calculer M™.

2 -2 1
Exercice 60. (2006) Soit M = 2 -3 2
-1 2 0

Calculer (M — I3)(M + 31I3).
En déduire que M est inversible et calculer M1,

En déduire qu'il existe deux suites (yz) et (vy) telles que Vk € N, M* = wy I3+ v M.

Ll

Exprimer uy, v, puis M* explicitement en fonction de k.
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