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Feuille d’exercices 9
FORMULES DE TAYLOR

1 - EXERCICES D’ECHAUFFEMENT

Exercice 1. Soit f une application de classe C' sur R, et soit 2y € R. On suppose que f'(zo) > 0.
Montrer que f est croissante sur un voisinage de 9. Comparer avec I’exercice 9]

Exercice 2. Soit f : [0,2] — R une fonction 2 fois dérivable telle que f(0) = f(1) = f(2). Montrer
qu’il existe ¢ € ]0, 2[ tel que f”(c) = 0. Indication : Utiliser le lemme de Rolle.

Exercice 3. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange a 1’ordre 2 pour f (t) = V't entre a = 100 et
b = 101. En déduire une approximation décimale de v/101 2 10~° pres.

2 - EXERCICES D’ENTRAINEMENT
3

(a) Justifier que f est dérivable sur R* et calculer f'(x) pour x # 0.
(b) Montrer que f(z) = o O(x). En déduire que f est dérivable sur R, puis déterminer f'(0).
Tr—r

1
Exercice 4. On considére la fonction donnée par f(z) = % sin <> pour z # O et f(0) = 0.

(C) Trouver une suite Tn )neN dans R* telle que Tn — Oet ! In — +00.
€ q
n—+o00 n—-+00

(d) La fonction f est-elle de classe C sur R ?

Exercice 5. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange 2 1 ordre 5 pour la fonction cos sur [0, z]. En déduire
2 4 6
que Vx € R, |cos(xz) — 1 + o % < %, puis une approximation rationnelle de cos(0,1) 2 10~°

pres.
Exercice 6. Montrer que Vx > 0,

1 1 1 1 5
1—|—§$—§x2<\3/1+x<1+§x—§x2+8—1x3.

En déduire une valeur approchée de /1,03 a 10™° pres.

n (_1)k+1
Exercice 7. Soit u,, = ; B
(a) Montrer que (u2y,)nen* et (U2n+1)nen+ sont deux suites adjacentes. Qu’en déduit-on ?

(b) Montrer que la fonction z + In(1 + x) est de classe C™ sur | — 1, +oo] et calculer la dérivée
k'™ de In(1 + z) pour tout k € N.
(c) En utilisant la formule de Taylor-Lagrange, montrer que

2n k+1,.k 2ntl k+1,.k
—1 ~1
Vo >0, Vne N, Y ( )k T clm(l4a) < Ej()km
k=1 k=1

(d) Montrer que u,, — In(2).
n—-+oo



3 - POUR ALLER PLUS LOIN

Exercice 8. Soient J un intervalle et f : I — R de classe ™! sur 1.
Pour g, h dérivables sur I, on rappelle la formule d’intégration par parties : Va,b € I,

b b
/ g(OR (t)dt = (g(b)h(b) — gla)h(a)) — / ¢ (Oh(t)dt.

Soit zg € I. Démontrer la FORMULE DE TAYLOR AVEC RESTE INTEGRAL : Vz € I,

"y (") (4 z g(n+l)
@) = Feo+f ) e—ao)+ T oyt A 8 gy [T oy

Indication : Procéder par récurrence sur n.

1
Exercice 9. Soit f : R — R I’application donnée par f(x) = = + 2% cos <x2> siz # O0et f(0) =0.

(a) Montrer que f est dérivable sur R et justifier que f/(0) = 1.

1 1
(b) Onpose Vn € N, u,, = f (\/M) —f (m)

(i) Justifier que vV1+2z =1+ g + oo(m). En déduire que
r—r

1 1 1

JT@n+2) Jr@n+1) 2@2n+1)\/7(2n+2) oo (n_i) '

1 1 1
ii) Mont — = 0O — .
(i) Montrer que m(2n+2) 7w@2n+1) n-o+oo <n2>
-1
(iii) Montrer que u, ~ ——5.
n—=+o0 44/2wn2

1 1
(c) Montrer qu’il existe un entier N telque Vn > N, f | —— | < f | —|.
T(2n+1) m(2n + 2)

En déduire que f n’est croissante sur aucun voisinage de 0.

(d) Tracer le graphe de la fonction f.

(e) Est-il vrai que si une fonction f est dérivable sur R et que f’(zg) > 0, alors f est croissante sur
un voisinage de xy ? Comparer avec 1’exercice



