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Feuille d’exercices 5
SUITES EXTRAITES, lim inf, lim sup

1 - EXERCICES D’ECHAUFFEMENT

Exercice 1. Soit (u,,) la suite des décimales de 7. Montrer que (u,,) admet une sous-suite convergente.

Exercice 2. Soient (u,) une suite réelle et [a, b] un segment tels que Vn € N, u,, € [a, b]. Montrer
que toute valeur d’adhérence de (u,,) est dans [a, b].

Exercice 3. Soit (uy,)n,cn une suite réelle. Est-il vrai que

(a) siuy, tend vers 400, alors toute suite extraite (uw(n)) tend vers +o0 ?

(b) si (up) est croissante, alors toute suite extraite (u(,,)) est croissante ?

(c) si (upn) est bornée, alors toute suite extraite (t,(y,)) est bornée ?

(d) si (up) est périodique, alors toute suite extraite () est périodique ? (voir I’exercice )

2 - EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 4. Soit (u,,) une suite qui converge vers un réel £. Déterminer I’ensemble des valeurs d’adhé-
nm

rence de la suite de terme général v,, = u,, sin (?)

Exercice 5. Soient (u,,) une suite réelle et £ un réel.
(a) Montrer que (uy,) converge vers ¢ si et seulement si (ugy,) et (uz,+1) convergent toutes les deux
vers /.
(b) A quelle condition sur les extractions 1, s a-t-on I’équivalence

(uy,) converge vers { <> (uw(n)) et (um(n)) convergent vers £ ?

Exercice 6. Soit (u,),en une suite réelle. On suppose que (ug,) converge, que (uz,+1) converge et
que (us,,) converge. Montrer que la suite (u,,) converge.

Exercice 7. Soit (uy),>1 la suite de terme général u,, = (—1)" <1 + > Déterminer les suites de
= n
terme général u,, = inf{u, | p > n} et @, = sup{u, | p > n}. En déduire les limites inférieure et

supérieure de (uy, ).

Exercice 8. Soit (uy,),en une suite réelle.
(a) Montrer qu’il existe £ € R U {—o00, +00} et une extraction ¢ tels que (u(,,)) tend vers £.
(b) En déduire que (u,,) admet une sous-suite monotone.

Exercice 9. Montrer que

(a) limsup u,, = —oo si et seulement si u,, — —oo.
n—+00 n—r+00

(b) liminf u,, = 400 si et seulement si v,, — —+00.
n—-+o0o n—-+o0o



3 - POUR ALLER PLUS LOIN

Exercice 10. Soit (u,)nen une suite réelle. On suppose que (uy,) est bornée et qu’elle a une seule
valeur d’adhérence. Montrer que (u,,) converge.

Exercice 11. On admet qu’il existe une suite réelle (u,,) dont I’ensemble des valeurs d’adhérence est
I'intervalle [0, 1]. Montrer qu’il existe une suite réelle (v,,) dont I’ensemble des valeurs d’adhérence
est [0,1] U [2,4].

Exercice 12. Soit (v, ) la suite donnée par v,, = 0 si n est pair et v, = 1 si n est impair.
(a) Montrer que toute suite (w,) a valeurs dans {0, 1} est une sous-suite de (vy,).
(b) Montrer qu’il existe une suite a valeurs dans {0, 1} qui n’est pas périodique.

Exercice 13. Le but de I’exercice est de démontrer le

u
lemme sous-additif. Soir (u,,) une suite telle que Vn,m € N, wp 1 < Up+Up,. Alors la suite (—n>
n

tend vers ¢ = inf { g
q

qGN*} e RU{—o0}.

(a) Montrer que Vp,q € N, upq < puyg.
(b) Soient n,q € N* tels que n > q. Soit r le reste de la division euclidienne de n par q, ¢’est-a-dire

l’unique entier tel que n = pq+1ravecp € Net 0 <r < gq.

n
Montrer que u, < —ug + Uy
P . Up _ Ug
(c) En déduire que limsup — < —.
n—+oo N q

(d) Prouver le lemme sous-additif.



