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Correction

Exercice 1 (Sous-espaces vectoriels).
Les parties suivantes de R? sont elles des sous-espaces vectoriels ? Justifier votre réponse.

a) E={(r,y) € R* | x4y = 0}.

b) F'={(z,y) € R? [ 2? + 22y +y* = 0}.
¢) G={(z,y) €R* | zy = 0}.
Correction.

a) — (0,0) € E car 0+ 0= 0.
— Soient (z1,y1) et (x2,ys) dans E. Par définition de £, on a x14+y; = 0 et xo+y2 = 0.
De plus, (z1,91) + (22, y2) = (¥1 + 22,41 + y2). Comme

(1 +22) + (Y1 +12) = (v1+31) + (T2 +42) =0+ 0 =0,

on en déduit que (x1,y1) + (22, 42) € E.
— Soient (z,y) € E et A € R. Par définition de F, on a x +y = 0. De plus,
Az,y) = (Az, \y). Comme

A+ Ay = Az +y) =A0=0,

on en déduit que \(z,y) € E.
Il suit que E est un sous-espace vectoriel de R2.

b) Pour tout (z,y) € R?, on a
2+ 20y +y* = (v +y)*.

De plus,
(z4+y)’=0 < x+y=0.

Ainsi,
F={(z,y) € R? } (a:+y)2:O} = {(z,y) € R? ’ z+y=0}=E.

Il suit que F est un sous-espace vectoriel de R2.
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¢) G n'est pas stable par somme. Par exemple, (1,0) et (0,1) sont dans G mais leur
somme (1,1) n’est pas dans G. G n’est donc pas un sous-espace vectoriel de R2.

Exercice 2 (Base et matrice).
Soit B = (v1, 2, v3) la famille des trois vecteurs de R3 définie par

1 1 1
vi=|1],v=1[1] etvg=1{0
1 0 0

a) Montrer que B est une base de R3.

Soit ¢ : R3 — R3 I'application linéaire définie par
Qp(xaya Z) = (Q:U - 2y7$ — YT — 2)7 V((E, Y, Z) S R3
b) Déterminer la matrice de ¢ dans la base B.

Correction.

a) On calcul le déterminant associé

11

1 o‘:_l’

1 11
1102‘
1 00

en développant suivant la troisiéme colonne. Le déterminant étant non nul, on en
déduit que B est une base de R3.

b) On peut calculer directement les coordonnées des images de vy, v9, v3 dans la base B :

p(v2) = (
()0(1)3):(7 9 )_U1+U3
Alors
0 1 1
Mats(p) = [0 =1 0
0 0 1

Exercice 3 (Applications linéaires).
Soit B = (1, X, X?) la base canonique de I'espace vectoriel Ry[ X ] (ensemble des polynomes
a coefficients réels de degré au plus 2). Pour P € Ry[X], on pose

f(P)=2XP - X*P.

a) Montrer que f est une application linéaire de Ry[X| dans Ry[X].
b

)

) Donner la matrice M de f dans la base B.
¢) Déterminer une base de ker f.
)
)

d

(S

En déduire la dimension de Imf par le théoréme du rang.

Déterminer une base de Imf.
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Correction.

a)

Soit P = aX?+bX + ¢ € Ry[X] avec a,b,c € R. Alors P’ = 2aX + b et
F(P) =2X.(aX? +bX +¢) — X%.(2aX +b) = bX? + 2cX € Ry[X].

L’application f est donc bien définie de Ry[X] vers Ry[X]. La linéarité de f provient
de la linéarité de la dérivation.
— Soient P;, P, € Ry[X]. Alors

F(PL+ Py) =2X(P,+ Py) — X2(P, + B = 2X(P, + P,) — X*(P| + P))
= (2XP — X?P)) + (2X P, — X?P) = f(P1) + f(P).

— Soient P € Ry[X] et A € R. Alors
FOP) = 2X(AP) — X2(\P) = 2X(AP) — X2(AP') = A2X P — X2P') = Af(P).

Il suit que f est linéaire.

On calcule les coordonnées des images de 1, X, X? dans la base B :
f(1) =2X.1- X?.0=2X,

f(X)=2X.X - X?21= X2,

f(X?) =2X.X?% - X2.(2X) = 0.

On obtient donc

Matg(f) =

O N O
_ o O
O O O

Soit P = aX?+ bX + ¢ € Ry[X]. Comme
f(P)=0 < bX?*+2cX =0 < b=0,2c=0 <= b=c=0 < P =aX?

on obtient

ker f = Vect(X?).
Ainsi la famille a un vecteur (X?) est une base de ker f qui est de dimension 1.

Le théoréeme du rang donne
dimImf = dim Ro[X] — dimker f =3 — 1 = 2.
On sait que Imf est engendré par les vecteurs colonnes de Matg(f). Donc
Imf = Vect (2X, X, 0) = Vect (2X, X2) )

La famille (2X, X?) est donc génératrice de Imf. Comme Imf est de dimension 2 par
d), on en conclut que (2X, X?) est une base de Imf.

Exercice 4 (Calculs d’'intégrales).
Calculer les intégrales suivantes :
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1
a) / r?e”dx
0

w/2
b) / cos” x sin® xdx
0

1
x
d
2 /0 2 +1 x

Correction.

a) On effectue une premiére IPP en utilisant u(z) = 22 et v/(z) = e®. Alors v/(z) = 2z
et v(x) = e®. 1l suit

1 1 1
/ 22efdx = [xzeﬂ(l) — / 2zedx = e — 2/ ze®dx.
0 0 0

On effectue une seconde IPP en utilisant u(z) = x et v/(z) = e*. Alors v/(z) = 1 et
v(xz) = e*. On obtient

1 1 1
/ zetdx = [ze”]) — / e"dx = e — / e“dx = e — [¢*], = 1.
0 0 0

Au final, on a
1
/ rlefdx = e — 2.
0

b) On effectue le changement de variable u = sinz. Alors du = cos zdx et

w/2 /2 /2
/ cos®  sin® rdx = / cos” x sin® x cos rdx = / (1 — sin® z) sin® & cos wdx
0 0 0

1 1 4 671
= / (1 —u?)uPdu = / (u® — u®)du = {u_ - u_}
0 0 4 6],

c¢) On effectue le changement de variable u = 2% + 1. Alors du = 2xdx et

Yo 1 [2du 1 1
/0 dx = = —:§[lnuﬁ:§ln2:1n(\/§>.

x2+1 2/, wu

Exercice 5 (Développements limités).
Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = (1+ z)* 4+ 6cosz.

a) Calculer le développement limité de f en 0 & l'ordre 3.

b) En utilisant ce développement limité, déterminer I’équation de la tangente au graphe
de f au point (0,7). Que peut on dire de la position du graphe de f par rapport a la
tangente au voisinage de ce point ?

Correction.
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a) Le développement limité de cosx en 0 & l'ordre 3 est
2
cosr =1-— % + o(z?).

Alors le développement limité de f en 0 a 'ordre 3 est
f(x) = (1—1‘1')3—1-6(1—%2-1-0(:63)) =1+ 3z +32% + 2% + 6 — 322 + o(2?)
=743z +2° + o(a?).

b) On a donc f(0) =7 et f/(0) = 3. Ainsi la tangente au graphe de f au point (0,7) est
la droite d’équation
y =7+ 3.

Comme
f(z) — (74 3z) = 2% + o(2?),

on en déduit que la courbe de f est au dessus de la tangente pour x > 0 et en dessous
pour x < 0. La courbe croise la tangente en 0.
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