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La notation tiendra compte de la clarté et de la précision de I’argumentation.

Tous les documents et appareils électroniques sont interdits.

Le baréme est indicatif.

Questions isolées (8 points)

1. On considére une suite (B, )pen vérifiant les relations
1
|Bn+1_Bn| < §|Bn_Bn—1|a Vn > 1.

Montrer que : |Bp41 — By| < 3%]B1 — Byl, ¥n € N. En déduire que (By,)nen est une suite de Cauchy.

Solution. Soit (B, )nen une suite réelle vérifiant |B, 1 — By| < % |B;, — Bp—1|, ¥Yn > 1. Montrons dans
un premier temps que

1
‘Bn+1_Bn’§37n|Bl_BOI7 Vn € N.

Pour cela, nous procédons par récurrence sur n.
Initialisation. Pour n =0, on a |B; — By| = 3%|Bl — By|, de sorte que la propriété est vraie.
Heérédité. Supposons qu’a un certain rang n > 0, |Bp11 — Byl < 3%]B1 — By|. D’aprés ’hypotheése de
I’énoncé,
1
‘Bn+2 - Bn—i—l’ < g |Bn+1 - Bn‘
En utilisant ’hypothése de récurrence, on obtient
1 1 1

|Bnto — Bnt1| < 5 - o |B1 — Bo| = gn+l

By — By|.
<3 |B1 — By

La propriété est donc vérifiée au rang n + 1. Le principe de récurrence permet alors de conclure que

1
‘Bn+1—Bn| §37|Bl—Bo|, Vn € N.

Montrons maintenant que la suite (B,,) est de Cauchy. Soient p,q € N tels que p > ¢g. On écrit

p—1

B, — B, = Z(B,.C+1 — By).
k=q



En appliquant 'inégalité triangulaire, il vient

p—1
1By = By| <) |Bri1 — Byl
k=q
D’aprés le résultat précédent,
p—1 1 +oo 1
[Bp — Byl < | B —Bo|237 < |B1 —BOIZ@-
k=q k=q

Or la série géométrique de raison % est convergente et

g’fl_ (5" _31
k:q?,k 1—§ 23¢

On en déduit que

3 1
1By = Byl < 5 |B1 — Bol o

Le membre de droite tend vers 0 lorsque ¢ — 4o00. Ainsi, pour tout € > 0, il existe un entier IV tel que,
dés que p,q > N,
|By — By| < e.

Par définition, la suite (B;,) est donc une suite de Cauchy.

Conclusion. La suite (B,,) est une suite de Cauchy.
2. A tout @ € R, on associe la suite u® := (1 + n%)”, n > 1. Déterminer sa limite en fonction de «.

Solution. Comme les termes de la suite sont strictement positifs, il est naturel d’étudier leur logarithme.
On pose
1
ly:=1In(u)) =nln (1 + a) .

n

Nous distinguons plusieurs cas.

Premier cas : a > 1. On a alors -5 — 0,n — 400, et 'équivalent classique In(1 + z) ~ z (z — 0)
donne

Enwn-ﬁ:nka, n — +oo.
Or 1 —a <0, donc n'=® — 0,n — +00. Par conséquent, £, — 0, et, par continuité de I'exponentielle,
uy, — €V = 1. Ainsi,

lim u; =1 sia > 1.
n——+o00

Deuxiéme cas : a = 1. Dans ce cas, £, = nln (1 + %) . Comme In (1 + %) ~ %, on obtient £, — 1.

Par conséquent, ufy — e, n — +o00. Ainsi,

lim wup =e sia=1.
n—+00

Troisiéme cas : 0 < o < 1. L’équivalent précédent donne encore £, ~ n'=% n — +00. Or 1 —a > 0,
donc n'=® — +o0. Ainsi, £, — +o0, et ud = ef» — 400. Par conséquent,

lim wu, =+o0 si0<a<l.

n—-+00




Quatriéme cas : @ = 0. On a simplement u,, = (14 1)" = 2", d’ot uf — +o00,n — +00.

Cinquiéme cas : o < 0. Alors n% =n"%— 400,n — +o0. Il existe donc un entier N tel que, pour
tout n > N, 1+ n% > 2. On en déduit

1 n

Comme 2" — 400, le théoréme de comparaison entraine u$f — +o0. Ainsi,

lim wu, =+o0 si a < 0.
n——+o0o
En conclusion,
1, sia>1,
1 n
lim <1—i—> =1 e, sia =1,
n—-+oo ne
400, sia<l1.

3. Soit f :]0, co[— R une fonction satisfaisant f(x) v In(z).

— Est-ce que 'on peut en déduire que (f(z))? v (In(x))3 ? (Justifier votre réponse)

— Est-ce que l'on peut en déduire que exp(f(x)) v ? (Justifier votre réponse)

Solution. Vu en cours.

4. Donner un équivalent simple en +oc et en 0 de h(z) = Va2 +z + 1 — Va3 + 22 + 1

Solution. Equivalent lorsque z — +00.

Pour le premier terme, on factorise par z2 :

1 1
Vaeitr+l=a/1+ -+ —.
r oz

Or, lorsque u — 0, V1 +u =14 % + o(u). En prenant u = % + ;12, on obtient

m=m<1+1+0<;>) — a4 = 1 o(1).

2x 2

5/ [ 1 1
Vad+ a2 +1=z{/1+ -+ .
X x

Comme (1 +u)'/3 =1+ g +o(u) (u— 0), on en déduit

1 1 1
\3/x3+x2+1—m<1++0<>> =z + - +o(1).
T

De méme,

3z

Par conséquent,

Ainsi,




Equivalent lorsque z — 0. La fonction h est continue au voisinage de 0 et
hO)=vV1—-V1i=1-1=0.
Il est donc naturel de rechercher un développement limité a 'ordre 1. On utilise les développements
M:l+g+o(u), (1+u)1/3:1+%+0(u),
lorsque u — 0. Or 22 + 2+ 1 =1+ (z + 2?), d’ou

2
\/x2+93+1:1+$_;x +0(1:):1+g+0(x).

De méme, 23 + 22 + 1 =1+ (22 + 23), et par suite

2, .3 2
Vit 1=14"2 ;x +0($2):1+%+0(3:2).

On obtient alors

2
o) = (145 +0w) = (145 +ole?)) = 5 +olo
Par conséquent,
hz)~5  (z—=0)
Conclusion. Les équivalents recherchés sont
1 T
h(z) ~ 6 lorsque & — +00, et h(z) ~ 5 lorsque = — 0.

5. Pour chacune des séries numériques suivantes, déterminer, en justifiant, si elle converge ou diverge :

. 24 +/n o (=)™
Si=Y s .;N\/m?

neN

Solution. Etude de la série S;.

Lorsque n — 400, on a 2 4+ /n ~ y/n et n3 4+ 1 ~ n3. Par conséquent,

24vn a1

n3+1 n3 nd/2’

Or la série de Riemann anl # est convergente puisque % > 1. Comme les termes de la série sont
positifs, le critére de comparaison par équivalent permet de conclure que la série S7 converge. Ainsi,

est convergente.

1
Vn+2°
certain rang, et a, — 0, (n — 400). La série Sy est donc une série alternée dont les coefficients

décroissent vers 0. D’aprés le critére de Leibniz, on déduit :

Etude de la série Sy. Posons a,, =

Alors ay, > 0, la suite (a,) est décroissante a partir d'un

g (=" est convergente
Vn+2 '
neN




Exercice 1 (5 points)

On veut déterminer ’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite
Cp =cos(In(n)), n>1.

On fixe un réel § > 0, et on considére I’application g : N — N définie par la relation
pg(n) = [exp(6 + 2nm)],

ou [—] : R — Z désigne la fonction partie entiére : pour tout = € R, [z] est 'unique élément de Z vérifiant
[z] <z < [x]+1.

1. Vérifier que g : N — N est une application strictement croissante.
2. Montrer que la suite In(pg(n)) — 2nm converge vers 6. En déduire la limite de la suite cos(In(gg(n))).
3. Déduire des questions précédentes I’ensemble des valeurs d’adhérences de la suite (Cp)n>1.

Solution.
1. L’application ¢y est strictement croissante

La fonction x — exp(f + 27x) est strictement croissante sur R. De plus,
exp(0 + 2(n + 1)) — exp(0 + 2n7) = T2 (2™ — 1).

Comme
et > 1 et AT —1>1,

on obtient
exp(f +2(n + 1)m) — exp(6 + 2nm) > 1.

Or, si deux réels a < b vérifient b — a > 1, alors [a] < [b]. Par conséquent,

po(n) < pg(n+1),

pour tout n € N. Ainsi, ¢y : N — N est une application strictement croissante.

2. Etude de la suite In(pg(n)) — 2nm. Par définition de la partie entiére,

po(n) < 2T < gp(n) + 1.
En divisant par e?+2"7 on obtient
1= 69+12n7r :;i(zzzr < L
Comme e/12"" — 400 lorsque n — +00, le membre de gauche tend vers 1. Le théoréme des gendarmes
donne alors
;2(272 — 1, n — +00.

En prenant le logarithme, ln(eﬁig@,) = In(pg(n)) — 0 — 2nm — 0, c’est-a-dire

‘ln(cpg(n)) —2nw — O0,n — —|—OO.‘

Par continuité de la fonction cosinus, cos(In(pg(n)) — 2nm) — cos,n — +o00. Or la fonction cosinus est
2m-périodique, donc cos(In(gpg(n)) — 2nm) = cos(In(pg(n))). Ainsi,

cos(In(¢p(n))) —> cos®, n — 400.




3. Ensemble des valeurs d’adhérence. Comme g est strictement croissante, la suite (npg(n))n>0 est
une extraction de la suite des entiers. Par conséquent, a

(Cp(ny) = (cos(In(pp(n)))) — cosf,  n — +oo.

Ainsi, pour tout § > 0, le réel cosf est une valeur d’adhérence de la suite (C),). Réciproquement, pour
tout n, —1 < C,, < 1, de sorte que toute valeur d’adhérence appartient nécessairement & l'intervalle
[—1, 1]. Enfin,

{cos®@; 6 >0} =[-1,1].

On en déduit que 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (C,) est [—1, 1].

Exercice 2 (5 points)

On considére la fonction F': R\ {0} — R définie par la relation

F( )_\/9+I2—3 40
VT At T

1. Calculer le DL2(0) de la fonction F.

2. Exprimer les termes de la suite

VInZ+1-3n

Up 1= ———=——, n >0,

vnZ+1-n’ -
au moyen de la fonction F, puis montrer que lim,_, o u, = %
3. Pour tout a € N, calculer la limite de la suite n®(u, — %), n € N.

Solution. 1. Calcul du développement limité de I’ en 0. On utilise les développements limités
usuels :

tt?

En écrivant V9 + 22 = 34/1 + %, on obtient

m:3<1+£—é;+0(x4)> :S—i—x;—;z—l—o(x‘l).
Ainsi,
9—|—x2—3:3;2—2xf6+0(:c4).
De méme, /1 + 22 = 1+§—"""—;+0(:c4), d’ou
2 4

\/1+x2—1:%—%+0(a€4).

On factorise alors par x2 :



1 22 9
F@)_é_fﬁ—i_o(:ﬁ)
1 x2+ (2)
5 3 o(x
Comme
1 1 z?
1_z2:21_w2:2<1+4>+0(x2),
27 8 7]
on obtient
1 1.2 2
Flz)=|=- - — 2+ — 2
(x) <6 216)( + 2>+0($)
IR B T )
_3+<12 108) +ola’)
1 2
=§+2—7x2+0(x2)
Par conséquent,
F(e) =+ =’ +oa?)  (z—0)
)=+ —z“+o(z T .
3 27

2. Expression de la suite au moyen de F'. On considére

VIn?+1-3n

Uy = ——— n > 0.

Vn24+1-n'’

En factorisant par n dans les deux racines,

1 1
VIn? +1=mn41/94 —, Vn2+1l=ny\/1+—,
n n

1
W:F(l).
1/1+#—1

n
Comme % — 0,n — 400, le développement limité précédent donne

on obtient

Up =

1+ 21 + 1
Up ==+ ——+ol = ].
"3 2Tn2 n2

En particulier,

lim w, = -
n—-+40o

3. Calcul de la limite de n® ( u,, — 3 D’aprés la question précédente, on dispose du développement

asymptotique u, = % + 2%% + 0(#) . Par conséquent,

7



et, en multipliant par n®,

Autrement dit,

1 2
n® <un — 3) ~ 2—7710‘_2,71 — +00.

11 suffit alors d’étudier la limite de n®~2 lorsque n — 400, ce qui conduit aux trois situations suivantes :

0, sia < 2,

1 2
i « —_ = = —_— 31 =
nngroo n <un 3) o7 sia =2,

400, sia>2.

Exercice 3 (5 points)

Soit a un nombre réel et f :]Ja,+oo[— R une application de classe C2. On suppose que f et f” sont
bornées sur |a, +00[. On veut montrer que f’ est bornée sur ]a, +o0|.
On pose My := sup,~, | f(x)| et My :=sup,, |f"(z)|.

1. Soient > a et h > 0. En appliquant le théoréme de Taylor-Lagrange & 'ordre 2 sur [x, z + h], montrer
que

2 h
| (z)] < EMO + §M2-

2. On considére la fonction @: |0, +o0o[— R définie par ®(h) := 2 Mo + 2 M.

(a) (Question de cours) En appliquant le théoréme de Taylor-Young & 'ordre 1, montrer que si ¢ a un
minimum local en un point kg > 0, alors ®'(hg) = 0.
(b) Montrer que si My > 0 alors ® a un minimum, et le calculer.

3. Conclure.

Solution. 1. Une majoration de |f’(z)|. Soient = > a et h > 0. En appliquant la formule de Taylor
avec reste de Lagrange a l'ordre 2 sur U'intervalle [z, z + h], il existe un réel & € (z,z + h) tel que

2
Flath) = F(a)+ hf'(x) + 0 (€).
On en déduit

h2
hf'(z) = fl@+h) = f(z) = ().

En prenant les valeurs absolues,



2
WP @) < G+ h) — F@)] + L E)

Or, [f(z+h) = f(2)| < |f(z + )|+ |f ()] < 2Mo, et [f7(§)] < Ma. Ainsi,

h2

En divisant par h > 0, on obtient

2 h
|f ()] < EMO + §M2-

2. Etude de la fonction ®. On considére

B:(0,400) — R,  B(h) = %MO + gMQ.
(a) Condition nécessaire en un minimum. Soit g > 0 un minimum local de ®. Comme ¢ est de classe
C! sur (0,400), on a le développement de Taylor-Young de ® : ®(h) — ®(hg) = ®'(hg)(h — ho) + o(h — hq).
Cette quantité doit étre > 0 pour h suffisamment proche de hg, car hg est un minimum local de .
Puisque h — hy change de signe selon que h > hg ou h < hg, il s’ensuit que nécessairement ®'(hy) = 0.
Ceci a été vu en cours.

(b) Calcul du minimum On suppose désormais que My > 0. La dérivée est

2My My
®'(h) ="~ + —=.
L’équation ®'(h) = 0 équivaut a % = %, c’est-a-dire h? = %. Comme h > 0, il existe une unique
solution hg de cette équation, qui est :
My
ho =24/ —.
0 2
De plus,
4 My
®"(hg) = — >0,
( 0) h%

si bien que hg est bien un point ot ® atteint un minimum local (c’est un résultat du cours). On vient
de voir que c’est le seul, et de plus limy_,0 ®(h) = limj,—, 1o P(h) = +00. Donc ®(hg) est un minimum
global de I'ensemble ®((0,+00)), et hg est le seul point ot @ atteint ce minimum. Calculons sa valeur :

2 M, My [My
P(hg) = ———e + — 24/ .
(0) 2 MO/M2 2 M2

On simplifie :

Ainsi,




3. Conclusion Pour tout « > a et tout h > 0, on a montré que |f'(x)| < ®(h). Supposons que My > 0.
On choisit alors h = hg, point ot ® est minimale, déterminé dans la question 2. Il vient

()] < 2¢/ MoMs.

Cette majoration étant indépendante de z, on obtient

sup |f/(x)] < 24/ MoMs.

r>a

En particulier, la dérivée f’ est bornée sur (a,+00).

Si My = 0, alors par définition f” est identiquement nulle sur (a,400) et donc (par primitives) f est une
fonction affine, i.e. de la forme f(x) = az + b, x > a. Puisque f est bornée, a = 0, et alors f/ =0. []

10



