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Correction

Exercice 1 (Cours - TAF).

a) Rappeler 'énoncé du théoréme des accroissements finis.
On considére maintenant la fonction f définie par

f(z) =In(1+ z).

b) Donner le domaine de définition Dy de f.
c) Montrer que f est dérivable sur Dy et calculer sa dérivée.

d) Montrer que, pour tous réels x, y tels que —1 < z < y, il existe un réel ¢ €|z, y[ tel

que
In(14+y)—In(1+z) 1

y—x 14

e) En déduire que pour tout z > —1,

X

T2 <In(l+2) < 2.

(Indication : on pourra distinguer les cas x >0, —1 <x <0 et x =0.)

Correction.

a) Soit f : [a,b] — R une fontion continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b|. Alors il existe
c €la, b tel que
f(b) — f(a)
b—a

b) La fonction logarithme népérien est définie sur |0, +-oo[. Ainsi

= f'(c).

Di={zeR|14+2>0}=]—1,+00]
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c¢) La fonction f est la composée
f(@) = In(1 +2),

ol & — 14 est dérivable sur R (fonction polynomiale) et In est dérivable sur |0, +o0].

Donc f est dérivable sur Dy =] — 1, 400 et
F(2) = ——, Vo €] — 1,400
- 1 4 [IZ" ) .

d) Soient z,y tels que —1 < z < y. Comme la fonction f est continue sur [z,y] et
dérivable sur |z, y[, on sait d’aprés le TAF, qu’il existe ¢ €]z, y[ tel que

F) = )
y—x N

e) Siz > 0, on sait par d) en appliquant le TAF entre 0 et 2 qu’il existe ¢ €]0, x[ tel que

fl@)—fo) _ . . 1
De plus,
f(@)—=f(0) In(l+z)—In(1) In(l+2)
r—0 T N r
Comme 0 < ¢ < z, on obtient 1 <14+ ¢ < 1+ x et donc
1 1
1.
Ttz Tte
11 suit que
1 In(1
< a(l +2) < 1.
14+ T

Comme z > 0, on obtient
x
—— <In(l+2) <=z
1+ ( )

Si —1 < 2 < 0, on sait par d) en appliquant le TAF entre x et 0 qu’il existe ¢ €]z, 0|
tel que

De plus,
f(0)—f(z) In(l)—In(l+z) —In(l+z) In(l+z)

0—2x —x —x x ’

Comme z < ¢ < 0, on obtient 1 +z <1+ ¢ < 1 et donc

1 _ 1
14+c¢ 142z

1<

Il suit que

In(1+ x) _ 1

1< .
T 1+=z
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Comme x < 0, on obtient

< In(1 < x.
T n(l+z) <z

Sixz =0, o0naln(l) =0 et 'égalité est vérifice
T
I+

=In(l+z)=2=0.

Exercice 2 (Espaces vectoriels et dimension).
On considére dans R? les sous-ensembles :

F:{(qr,y,z)eRS ‘ :)3+y—|—z:0} et G:{(x,y,z)E]Rs}m:Qz}.

a) Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3.
b) Déterminer une base de F' et sa dimension.

c¢) Déterminer une base de G et sa dimension.

d) Déterminer F'N G, puis donner une base et sa dimension.

e) Les sous-espaces F et G sont ils supplémentaires dans R?? Justifier.

Correction.

a) Les ensembles F' et G sont définis par des équations linéaires homogeénes. Ce sont donc
des sous-espaces vectoriels de R3.

b) Comme
r4+y+2=0 4= 2=—x—y,

on obtient
F= {($7y7 —X — y) | z,y € R} = veCt ((17()’ _1)a (Oa 17 _1)) .

Les deux vecteurs sont linéairement indépendants et forment donc une base de F. On

obtient alors
dim F' = 2.

¢) Comme
T =2z,

on obtient
G = {(227:% Z) | Y,z € R} = Vect ((07 1a 0)7 (27 07 1)) :

Les deux vecteurs sont linéairement indépendants et forment donc une base de G. On
obtient alors

dim G = 2.

d) On cherche les vecteurs vérifiant

r+y+z2=0
T =2z

En remplacant x par 2z, on obtient

224+y+2=0 = y= -3z
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Donc
FNG={(22,-3z2) | z € R} = Vect ((2,-3,1)),

et
dim (FNG)=1.
e) On utilise la formule
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) —dim(FNG)=2+2—-1=3.
Donc
F+G=R
Cependant, F' N G # {03}, donc la somme n’est pas directe et les sous-espaces vec-

toriels F' et G ne sont pas supplémentaires.

Exercice 3 (Application linéaire).
On définit Iapplication f : R? — R? par

f(l',y,Z) = (I’+y,y—2)

a) Vérifier que f est une application linéaire.

b) Donner la matrice de f dans les bases canoniques de R? et R2.

c¢) Déterminer le noyau de f, puis donner une base de ker(f) et sa dimension.
d) Déterminer I'image de f, puis sa dimension.

e) L’application f est-elle injective ? surjective ? Justifier.

Correction.

a) Soient (1,1, 21) et (x2,ys, 22) deux vecteurs de R? et A € R un scalaire. Comme

(1,91, 21) + Mo, 42, 22)) = f (01 + Avo, 41 + Ao, 21 + Az2))
= ((z1 + Aw2) + (Y1 + Aya), (Y1 + Ay2) — (21 + A22))
((z1 +y1) + Moz +12), (11 — 21) + A(y2 — 22))
= (1 + Y1, 51 — 21) + Ma2 + Y2, 92 — 22)
= f ((xhyh Zl)) + )‘f (('x27y27 22)) )

on obtient que f est une application linéaire.

b) La matrice de f est donnée par

th(f)::<é | _91).

¢) Comme
f«n%@):mﬂ)¢:»{§fgf8 = r=-yetz=y.
Donc
ker(f) = {(=v,4,9) | y € R} = Vect((—1,1,1))
et

dimker(f) = 1.
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d) L’image de f est engendré par les vecteurs colonnes de sa matrice. Ainsi
Im(f) = Vect((1,0), (1,1), (0, —1)).
Comme (1,1) = (1,0) — (0,—1), on a
Im(f) = Vect((1,0), (1,1), (0, —1)) = Vect((1,0), (0, —1)) = Vect((1,0), (0,1)) = R

Ainsi
dim Im(f) = 2.
e) Comme ker(f) # {Ogs}, on sait que f n’est pas injective. De plus, comme Im(f) = R?,

on sait que f est surjective.

Exercice 4 (Intégrales et primitives).
Calculer les intégrales ou primitives suivantes :

w/2
a) / xsin(z)dx
0

T
b) /mQ—i—lde

c) /Oﬂ/4 _coslw) dz

1 + sin(z)

(Indication : on pourra effectuer le changement de variable u = sin(z).)

1
d) / In(1 + 2?)dx
0
(Indication : on pourra effectuer une intégration par parties.)

e) (Bonus - plus difficile)

1
/ zIn(1l + x)dz
0

(Indication : on pourra effectuer une intégration par parties.)

Correction.
a) On effectue une IPP avec u(x) = z et v'(x) = sin(z). Alors v/(z) = 1, v(x) = — cos(x)
et donc
w/2 /2
/ xsin(zx)dr = [—x cos.(yc)]g/2 + / cos(s)dx.
0 0
Comme .
[~z cos(:zc)]g/2 =3 cos(m/2) + 0. cos(0) =0,
on obtient

x/2 x/2
/0 vsin(z)dz = /0 cos(s)da = [sin(x)]%/ = sin(r/2) — sin(0) = 1 — 0 = 1.
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b) On effectue le changement de variable u = 22 + 1. Alors du = 2zdx et

/ T q _1 d—uzéln(|u|)+c:ln<\/W)+c:ln(\/m>+c,

1‘2—|—1x 2 U

ot ¢ € R est une constante. Comme 2 + 1 > 0, on simplifie

/ ’ dx:ln<m)+c.

241

c¢) On effectue le changement de variable u = sin(z). Alors du = cos(z)dx et

/4 V2/2
e [ S~ i+
o 1+sin(z) 0 L u

—In (1+v2/2) —In(1) = (14 v2/2).

d) On effectue une IPP avec u(z) = In(1 + 2?) et v/'(z) = 1. Alors u/(z) = 2z /(1 + %),

v(x) = x et donc

1 1 2 1
2 _ NE L — 1
/0 In(1+2%)dz = [xln(1+x)}0_2/o 1+x2dx_1n(2)_2/0 (1_1+x2>d$

= In(2) — 2 [z — arctan(z)]}, = In(2) — 2(1 — arctan(1) 4 arctan(0).)

Comme arctan(1) = 7/4 et arctan(0) = 0, on obtient

1
/ In(1+ 2*)dz = In(2) — 2 + g
0

e) On effectue une IPP avec u(z) = In(1 + z) et v'(z) = z. Alors v/(z) = 1/(1 + z),

v(z) = 2%/2 et donc

1

1 2 1 1 2
/ zln(l 4+ z)dr = V— ln(l—f—x)] ——/ T d.
; 2 C2)y 1+

[%2 In(1 + x)]; = ().

De plus, comme 22 = (z — 1)(1 4+ z) + 1, on obtient

12 1 1 72 1 1
dr = -1 dr = | — — In([1 =In(2) — -.
/0 T3 /0 (x +1+x) x [2 x + In(] —i—x!)}o n(2) 5

Il suit que

/01 rIn(1+ 2)dz = %m(z) _ % (m(z) - %) _ i



