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Exercice 1 (TAF).

a) Soit f la fonction définie par

f:[-11] — R
r — 1—vVa22

Peut on appliquer le théoréme des accroissements finis & f 7

b) Un automobiliste entre sur une autoroute ot la vitesse est limitée & 130 km/h. Quand
il en sort, deux heures plus tard, a 305 km de son point d’entrée, les gendarmes lui
dressent un PV pour exceés de vitesse, bien que sa vitesse n’ait jamais été matérielle-
ment contrdlée. Les gendarmes ont-ils raison ?

Exercice 2 (Sommes de Riemann et intégrales).
On s’intéresse au calcul de limites de sommes a partir d’intégrales. Considérons f :
la,b] — R intégrable. On note S,, la somme suivante

appelée somme de Riemann. Elle est associée a une subdivision réguliére de l'intervalle
[a,b] en n intervalles de longueur h = =2

a) Représenter la subdivision de l'intervalle [a, b] et la somme S,,.

Supposons f € C'([a,b]). On note M = sup,c(, 4 |.f/(t)]. On note E,, Uerreur entre l'inté-
grale de f et la somme S, c’est-a-dire,

E, =

b n—1
/ fx)dz —h> " fla+ kh)

Le but des questions suivantes est de montrer que lim,,_., £, = 0 et donc que
b
lim S, = / f(z)dz.
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Tournez, SVP!



b) Montrer que

n—1| rat+(k+1)h
E, < ;0 /a+kh (f(z) = fla+ kh))dz|.

c¢) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que

a+(k+1)h 2
[~ s b < v

+kh

d) En déduire que
E,

N

et conclure.

e) Applications : calculer les limites des sommes suivantes
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Exercice 3 (Base de fonctions affines par morceaux).
Soient po(z) =1 — x et pi(x) = = définies sur [0, 1].

a) Montrer que (pg, p1) forme une base des fonctions affines définies sur [0, 1].

On considére maintenant une discrétisation de I'intervalle [0, 1] constituée des N +2 points
x; =1th,1=0,...,N+1avec h = NLH Soient (¢;)i=1..n la famille constituée des N
fonctions définies par

(T — X
S six € [, ml,
h
. — LTit1 — T .
(,Oz(l') HT) S1x € [$i7xi+1]>
\ 0, six g [xi—lpxi—l—l]-
b) Représenter les graphes des fonctions ¢y, ¢ et d’une fonction @;, pouri =2,... N —

1. On pourra d’abord calculer ¢;(z;—1), wi(z;) et wi(Tiy1).
¢) Montrer que (¢;);—1..n est une famille libre.

On considére 'ensemble
H = {f:[0,1] = R continues | f(0) = f(1) =0 et fijz,2,,, affine, Vi € {0,..., N}}.

Il s’agit d’un sous-espace vectoriel de 1’espace des fonctions continues sur [0, 1].

c) Montrer que (¢;);—1.. n est une base de H. Déterminer la dimension de H.
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