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Documents, calculatrices et objets connectés interdits

Les différents exercices de ce controle sont entiérement indépendants. Toute réponse doit
étre justifice. La qualité et la clarté de la rédaction seront prises en compte dans la
notation.

Exercice 1 (Cours). Soit f: R — R une fonction définie sur R.
a) Rappeler la définition de la dérivabilité de f en a € R.

b) En utilisant la dérivabilité des fonctions sinus et cosinus en 0, déterminer les limites

suivantes

cos(z) — 1 sin(x) .

lim et lim
x—0 €x r—0 xX

On considére maintenant la fonction f définie par

f: R — R
SN sin(x) six <0,
axr +cos(x) —1 six > 0.

¢) Trouver la valeur de a € R pour laquelle f est dérivable sur R.

Exercice 2. Soit f € L(R?) I'endomorphisme dont la matrice dans la base canonique
est donnée par

1 2 —4
A=11 3 =5
1 2 -4

a) Montrer que ker(f) est de dimension 1 et déterminer un vecteur u qui ’engendre.

b) Soient v = (1,2,1) et w = (1,1,1). Montrer que la famille B = (u,v,w) est une base
de R3.

c) Déterminer les images f(u), f(v) et f(w) et donner leurs coefficients dans la base B.
d) En déduire la matrice de f dans la base B.
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e) Montrer que, pour tout n € N, on a f2"*! = f.

Exercice 3. On considére la matrice

Q

o
NN N NG

Calculer le polynéme caractéristique de la matrice A.

o

En déduire que les valeurs propres de A sont —1, 1 et 2.

Justifier que la matrice A est diagonalisable.

o,

Pour chacune de ces trois valeurs propres A, déterminer ’espace propre
ker(A — )\13),

ou I3 est la matrice identité de taille 3.

e) Donner une matrice inversible P et une matrice diagonale D telles que

D =P 'AP.

Fin



