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Correction

Exercice 1. Soient a et b deux nombres complexes, pour tout entier n ⩾ 1, dn le déter-
minant suivant (où n désigne la taille de la matrice) :

dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ b b . . . b

a
. . . . . . ...

... . . . . . . b
a . . . a a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a) Calculer d1, d2 et d3.
b) Pour tout entier n ⩾ 2, déterminer une relation de récurrence entre dn et dn−1.
c) En déduire l’expression de dn en fonction de n, a et b.

Correction. a)
d1 =

∣∣a+ b
∣∣ = a+ b.

d2 =

∣∣∣∣a+ b b
a a+ b

∣∣∣∣ = (a+ b)2 − ab = a2 + ab+ b2.

d3 =

∣∣∣∣∣∣
a+ b b b
a a+ b b
a a a+ b

∣∣∣∣∣∣
En retranchant la seconde colonne à la première, on obtient

d3 =

∣∣∣∣∣∣
a b b
−b a+ b b
0 a a+ b

∣∣∣∣∣∣
En développant suivant la première colonne, on obtient

d3 = a

∣∣∣∣a+ b b
a a+ b

∣∣∣∣+b

∣∣∣∣b b
a a+ b

∣∣∣∣ = a((a+b)2−ab)+b(b(a+b)−ab) = a3+a2b+ab2+b3.
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b) Soit n ⩾ 2 un entier. En retranchant la seconde colonne à la première, on obtient

dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b . . . b
−b a+ b b . . . b

0 a
. . . . . . ...

...
... . . . . . . b

0 a . . . a a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
En développant suivant la première colonne, on obtient

dn = adn−1 + b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b b b . . . b
a a+ b b . . . b

a a
. . . . . . ...

...
... . . . . . . b

a a . . . a a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
En retranchant la première colonne à toutes les suivantes, on obtient

dn = adn−1 + b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b 0 0 . . . 0
a b b− a . . . b− a

a 0
. . . . . . ...

...
... . . . . . . b− a

a 0 . . . 0 b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
En développant suivant la première ligne, on obtient

dn = adn−1 + b2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b b− a . . . b− a

0
. . . . . . ...

... . . . . . . b− a
0 . . . 0 b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = adn−1 + bn.

On a utilisé le fait que le dernier déterminant est le déterminant d’une matrice trian-
gulaire de taille n− 2 en raison des deux développements précédents.

c) Le calcul des premiers termes donne

d1 = a+ b
d2 = ad1 + b2 = a2 + ab+ b2

d3 = ad2 + b3 = a3 + a2b+ ab2 + b3

d4 = ad3 + b4 = a4 + a3b+ a2b2 + ab3 + b4

On peut formuler l’hypothèse que pour tout entier n ⩾ 1, la propriété Pn suivante est
vraie :

Pn : dn = an + an−1b+ an−2b2 + · · ·+ a2bn−2 + abn−1 + bn =
n∑

k=0

an−kbk.
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On démontre cette propriété par récurrence sur n ⩾ 1. Pour n = 1, on a

d1 = a+ b =
1∑

k=0

a1−kbk,

donc P1 est vraie. Supposons que Pn soit vraie pour un certain n ⩾ 1. Alors, en
utilisant le résultat de b), on obtient

dn+1 = adn + bn+1 = a

n∑
k=0

an−kbk + bn+1 =
n∑

k=0

an+1−kbk + a0bn+1 =
n+1∑
k=0

an+1−kbk.

La propriété Pn+1 est alors vraie. On a ainsi montré par récurrence que

dn =
n∑

k=0

an−kbk,

pour tout entier n ⩾ 1.

Exercice 2. Soit a ∈ R et F = (u1, u2, u3) la famille de vecteurs de R3 où

u1 = (1, 1, 2), u2 = (1, a, 2) et u3 = (1, a, a+ 2).

On note E = Vect(u1, u2) et F = Vect(u3).
a) Déterminer les valeurs du paramètre a pour lesquelles F est une base de R3.
b) Dans les cas où F n’est pas une base, déterminer les dimensions de E, F , E + F et

E ∩ F .
c) Dans ce qui suit, on suppose que F est une base. Montrer que E et F sont supplé-

mentaires dans R3.
d) Donner la matrice de passage de la base canonique C vers F . Si v = (x, y, z) ∈ R3,

donner ses coordonnées dans la base F .

Correction. a) On cherche les valeurs de a pour lesquelles le déterminant de la famille
F dans la base canonique C s’annule :∣∣∣∣∣∣

1 1 1
1 a a
2 2 a+ 2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 1 0
1 a 0
2 2 a

∣∣∣∣∣∣ = a

∣∣∣∣1 1
1 a

∣∣∣∣ = a(a− 1),

en retranchant la seconde colonne à la troisième puis en développant suivant la troi-
sième colonne. On obtient que F est une base de R3 si et seulement si a ∈ R \ {0, 1}.

b) Pour a = 0 :
Comme u1 = (1, 1, 2) et u2 = (1, 0, 2) sont non colinéaires, la famille (u1, u2) est libre
et dim(E) = 2. Comme u3 = (1, 0, 2) est non nul, on a dim(F ) = 1. Par ailleurs,
u3 = u2 ∈ E, donc F = Vect(u3) ⊂ E et E ∩ F = F . D’où dim(E ∩ F ) = 1 et
dim(E + F ) = dim(E) + dim(F )− dim(E ∩ F ) = 2.
Pour a = 1 :
Comme u2 = (1, 1, 2) = u1, on a E = Vect(u1) et dim(E) = 1 car u1 est non
nul. Par ailleurs, comme u3 = (1, 1, 3) est non nul, on a dim(F ) = 1. On a alors
E + F = Vect(u1, u3) et dim(E + F ) = 2 car u1 et u3 ne sont pas colinéaires. On a
finalement dim(E ∩ F ) = dim(E) + dim(F )− dim(E + F ) = 0.
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c) On a E + F = Vect(u1, u2, u3). Comme F est une base de R3, elle est génératrice et
E + F = Vect(u1, u2, u3) = R3. Par ailleurs, la famille F étant libre, la sous-famille
(u1, u2) est aussi libre et dim(E) = 2. Comme u3 est non nul, on a dim(F ) = 1.
Finalement, on obtient

dim(E ∩ F ) = dim(E) + dim(F )− dim(E + F ) = 0.

Donc E ∩F = {0R3} et la somme est directe. On a ainsi montré que E⊕F = R3, soit
que E et F sont supplémentaires dans R3.

d) Soit P la matrice de passage de C vers F

P =

1 1 1
1 a a
2 2 a+ 2

 .

Les coordonnées de v dans la base F sont données par

P−1

x
y
z

 .

On calcule P−1 par la méthode de la double matrice en utilisant l’algorithme du pivot
de Gauss. La matrice augmentée est 1 1 1 1 0 0

1 a a 0 1 0
2 2 a+ 2 0 0 1

 L1

L2

L3

On échelonne la matrice 1 1 1 1 0 0
0 a− 1 a− 1 −1 1 0
0 0 a −2 0 1

 L1

L2 − L1

L3 − 2L1

Comme a−1 ̸= 0 et a ̸= 0, la matrice est bien échelonnée. On continue en la réduisant 1 1 0 a+2
a

0 − 1
a

0 a− 1 0 a−2
a

1 1−a
a

0 0 1 −2
a

0 1
a

 L1 − 1
a
L3

L2 − a−1
a
L3

1
a
L3 1 0 0 a

a−1
− 1

a−1
0

0 1 0 a−2
a(a−1)

1
a−1

− 1
a

0 0 1 −2
a

0 1
a

 L1 − 1
a−1

L2
1

a−1
L2

L3

On obtient donc

P−1 =

 a
a−1

− 1
a−1

0
a−2

a(a−1)
1

a−1
− 1

a
−2
a

0 1
a


et les coordonnées de v dans F sont donc

P−1

x
y
z

 =

 a
a−1

− 1
a−1

0
a−2

a(a−1)
1

a−1
− 1

a
−2
a

0 1
a

x
y
z

 =

 a
a−1

x− 1
a−1

y
a−2

a(a−1)
x+ 1

a−1
y − 1

a
z

−2
a
x+ 1

a
z

 .

4 Tournez, SVP !



Exercice 3. Soit f ∈ L(R3) l’endomorphisme dont la matrice dans la base canonique
est donnée par

A =

−2 1 3
1 −2 −3
−1 1 2


a) Montrer que ker(f) est de dimension 1 et déterminer un vecteur u qui l’engendre.
b) Soient v = (1,−2, 1) et w = (2,−1, 1). Montrer que (u, v, w) est une base de R3 et

donner la matrice de f dans cette base.
c) Montrer que, pour tout n ∈ N, on a f 2n+1 = f .

Correction. a) Pour tout (x, y, z) ∈ R3, on a

f(x, y, z) = A

x
y
z

 =

−2x+ y + 3z
x− 2y − 3z
−x+ y + 2z

 .

Donc (x, y, z) ∈ ker(f) si et seulement si (x, y, z) est solution du système linéaire
homogène 

−2x+ y + 3z = 0
x− 2y − 3z = 0
−x+ y + 2z = 0

La matrice augmentée du système associé est −2 1 3 0
1 −2 −3 0
−1 1 2 0

 L1

L2

L3

On utilise l’algorithme du pivot de Gauss. On commence par échelonner la matrice 1 −2 −3 0
0 −3 −3 0
0 −1 −1 0

 L2

L1 + 2L2

L3 + L2 1 −2 −3 0
0 −1 −1 0
0 0 0 0

 L1

L3

L2 − 3L3

Il y a 2 variable principales et 1 variable libre, on sait que ker(f) est de dimension 1.
On continue en réduisant la matrice 1 0 −1 0

0 1 1 0
0 0 0 0

 L1 − 2L2

−L2

L3

Le système est donc équivalent à{
x− z = 0
y + z = 0

⇐⇒
{

x = z
y = −z

On obtient

ker(f) = {(z,−z, z) | z ∈ R} = {z(1,−1, 1) | z ∈ R} = Vect(u),

où u = (1,−1, 1).
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b) On calcule le déterminant de la famille (u, v, w) dans la base canonique :∣∣∣∣∣∣
1 1 2
−1 −2 −1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
0 0 1
−1 −2 −1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣−1 −2
1 1

∣∣∣∣ = −1 + 2 = 1 ̸= 0,

en retranchant la troisième ligne à la première puis en développant suivant la première
ligne. Comme ce déterminant est non nul, on en déduit que la famille (u, v, w) est une
base de R3.
En utilisant la matrice de f dans la base canonique, on calcule f(u), f(v) et f(w) et
l’on détermine leurs coordonnées dans la base (u, v, w).

f(u) = 0R3 = 0.u+ 0.v + 0.w
f(v) = (−1, 2,−1) = −v = 0.u− 1.v + 0.w
f(w) = (−2, 1,−1) = −w = 0.u+ 0.v − 1.w

Les coordonnées respectives de f(u), f(v) et f(w) dans la base (u, v, w) sont donc0
0
0

,

 0
−1
0

 et

 0
0
−1

. La matrice de f dans cette base est donc

B =

0 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 .

c) La matrice de f 2n+1 dans la base (u, v, w) est B2n+1. Comme la matrice B est diago-
nale, on a

B2n+1 =

0 0 0
0 (−1)2n+1 0
0 0 (−1)2n+1

 =

0 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 = B.

Comme f 2n+1 et f ont la même matrice dans cette base, on obtient que f 2n+1 = f .
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