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Correction

Exercice 1 (Cours). Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et soit f une application
de E vers F.

a) Donner la définition de f: E — F' linéaire.
Supposons f linéaire. On note Og et Oz les vecteur nuls de F et F', respectivement.
b) Rappeler la définition du noyau ker(f).

¢) Montrer que ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

Correction. a) L’application f: E — F est dite linéaire si
— Ve e E, Ve E, flx+y)=flx)+ fy),
— Ve e B,V e K, f(A\x) = Af(z).

b) Le noyau ker(f) est I'ensemble des antécédents de Op par f, c’est-a-dire le sous-
ensemble de E défini par

ker(f) ={x € E| f(x) =0r}.

c¢) — Comme f est linéaire, on sait que f(0g) = Op et donc Og € ker(f).
— Soient z,y € ker(f). Par linéarité de f, on sait que f(x +y) = f(z) + f(y). De
plus, comme z,y € ker(f), on a que f(x) = f(y) = Op. Il suit que

fle+y)=f(x)+ fly) =0p +0F = OF

et donc = + y € ker(f).
— Soient = € ker(f) et A € K. Par linéarité de f, on sait que f(Az) = Af(z). De
plus, comme z € ker(f), on a que f(z) = Op. Il suit que

f()\m‘) = )\f(l‘) = )\OF = OF

et donc Az € ker(f).
On a ainsi montré que ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.
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Exercice 2. Soient E et F' deux sous-espaces vectoriels de R?. L’espace E est engendré
par les vecteurs uy = (1,2,1) et uy = (1,1, 1), c’est-a-dire

E = Vect(uy, ug).

L’espace F' est défini par

P-{@poer

—r+y+3z = 0
x— 3z = 0|
a) Montrer qu’il existe un vecteur uz € R? tel que F' = Vect(us).
b) En déduire une base et la dimension de F'.
¢) Donner une base et la dimension de E.

d) Montrer que la famille (uy,us, u3) est une base de R3.

e) Montrer que F et F sont supplémentaires, c’est-a-dire que E @ F = R3.

Correction. a) Les vecteurs (z,y, z) de F' sont les solutions du systéme linéaire

—r+y+3z = 0
r — 3z =0

La matrice augmentée de ce systéme est
-1 1 310 Ly
1 0 =310 Lo
On utilise 'algorithme du pivot de Gauss.

-1 1 3|0 Ly
0O 1 00 Lo+ Ly
10 =30 —Li+ Lo
01 010 Lo
On obtient le systéme équivalent
{ r—3z = 0 { T = 3z
<~
y =0
On en déduit que

F={(32,0,2)| ze R} ={2(3,0,1) | z € R} = Vect(us),

ot uz = (3,0,1).
b) Comme F' = Vect(us), on sait que la famille (u3), constituée uniquement du vecteur

ug, est génératrice de F. De plus, la famille (u3) est clairement libre car constituée
uniquement d’un vecteur. Il suit que la famille (u3) est une base de F et dim F' = 1.

¢) Comme E = Vect(uy,us), on sait que la famille (uy, us) est génératrice de E. Comme
les vecteurs u; et ug ne sont pas colinéaires, us # Auq pour tout A € R, on obtient que
la famille (uy,us) est libre. C’est donc une base de E et dim F = 2.
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d)

La famille (uy,us,us) étant constituée de trois vecteurs, on sait que cette famille est
une base de R? si et seulement si elle est libre ou génératrice. Montrons qu’elle est
libre. Soient a, 3, € R tels que

auy + [Bug + yug = Ops.
Alors (a, 3,7) est solution du systéme linéaire

a+B+3y = 0

200+ =0

a+f+y =0
La matrice augmentée du systéme est

11 3|0 Ly

21010 Ly

1 1 10 Ls

On utilise 'algorithme du pivot de Gauss pour échelonner la matrice.

1 1 310 L,
0 -1 —6|0 Ly — 2L,
0 0 —2/0 Ly — L,

Il y a trois variables principales et aucune variable libre. Le systéeme admet donc une
unique solution (0,0,0). On en conclut que la famille (uq,us,u3) est libre et est donc
une base de R3.

Montrons tout d’abord que la somme de E et F' est directe, c¢’est-a-dire que
ENF ={0gs}.
Soit v € EN F. Comme E = Vect(uy,us), il existe a, 5 € R tels que
v = auy + Lus.
De plus, comme F' = Vect(us), il existe v € R tel que
v = yus.

On obtient
auy + Pus = v = yug
et donc
auy + Bus — yug = Ogs.

Enfin, comme (uy, us, u3) est une base de R3, elle est libre. On obtient que

Il suit que v = 0gs et ENF = {Ogs}.
Par les questions précédentes, on sait que dimFE = 2, dimF = 1 et dmE N F =
dim {Ogs } = 0. Le théoréme des quatre dimensions implique que

dmE® F =dimE+dmF —-dmENF=2+1-0=3.
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On en conclut que E @ F est un sous-espace vectoriel de dimension 3 de R? et donc
EaF =R
Les sous-espaces vectoriels F et F sont donc supplémentaires dans R3.
Exercice 3. On considére dans R? les trois vecteurs suivants
u=1(1,-3,2), v=(4,3-1) et w=(2,—1,1).

a) Montrer que la famille (u, v, w) est liée.
b) Expliquer pourquoi la famille (u,v,w) ne peut pas étre génératrice de R3.
c¢) Donner une représentation cartésienne de Vect(u, v, w).

d) Donner une base et la dimension de Vect(u, v, w).

Correction. a) Soient «, 3,7 € R tels que
au + v+ yw = Ogs.

Alors («, 3,7) est solution du systéme linéaire

a+4+2y = 0
—3a+38 -7 0
20 — B+ = 0

La matrice augmentée du systéme est

On utilise 'algorithme du pivot de Gauss pour échelonner la matrice.

1 4 210 L,
0 15 5 |0 Ly + 3L,
0 -9 =30 Ls— 2L,

1 4 210 Ly
0 15 510 Ly
0 0 010 5Lz + 3Ly

Il y a deux variables principales et une variable libre. Le systéme admet donc une
infinité de solutions. On en conclut que la famille (u, v, w) est liée.

b) Si la famille (u, v, w) était génératrice, ce serait une famille génératrice trois vecteurs
de R3. Alors, (u,v,w) serait une base de R? et serait donc libre, en contradiction avec
la question précédente. On en conclut que la famille (u, v, w) n’est pas génératrice de
R3.
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c)

On sait que le vecteur (z,y, z) est dans Vect(u, v, w) si et seulement s’il existe «, 5,7 €
R tels que
au+ v +yw = (x,y, 2).

Il suit que le vecteur (z,y, z) est dans Vect(u, v, w) si et seulement si le systéme linéaire
suivant est compatible

a+4+2y = x
—Ba+38—-v =y
200 — 47 = z

La matrice augmentée du systéme est

1 4 2 X L1
3 3 —1|y Ly
2 1 1 |z Ls

On utilise 'algorithme du pivot de Gauss pour échelonner la matrice.

1 4 2 Xz L1
0 15 5 |y+3x Ly + 3Ly
0 -9 -3|z—2x Ly —2L,4

1 4 2 Xz L1
015 5| y+3z Ly
0 0 O0|—2+3y+5z L3+ 3L,

Le systéme est compatible si et seulement si —z 4+ 3y + 5z = 0. On obtient la repré-
sentation cartésienne

Vect(u,v,w) = {(z,y,2) € R® | =z + 3y + 52 =0} .
Par la question précédente, on obtient

{(x,y,2) e R® | —x + 3y + 52 =0}
{(z,y,2) e R® | & =3y + 5z}
={(By +5z,9,2) | y,z € R}
={y(3,1,0) + 2(5,0,1) | y, z € R}
= Vect((3,1,0), (5,0,1)).

Vect(u, v, w) =

On obtient que la famille ((3,1,0), (5,0, 1)) est génératrice de Vect(u,v,w). De plus,
cette famille est libre car (3,1,0) # A(5,0,1) pour tout A € R. On conclut que la
famille ((3,1,0), (5,0, 1)) est une base de Vect(u, v, w) et dim Vect(u,v,w) = 2.
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