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Correction

Exercice 1. Soit FE I'ensemble des applications f : R — R telles qu’il existe un réel
strictement positif A € R’ et deux applications g,h : R — R croissantes tels que

VeeR, |1]>A = f(x)=g(z) - hx)
Montrer que E est un R-espace vectoriel pour les lois usuelles.

Correction. On considére F le R-espace vectoriel des applications f : R — R muni
de la somme d’applications et de la multiplication d’une application par un réel. On sait
que E C F et I'on montre que E est un sous-espace vectoriel (SEV) de F.

— On considére 'application nulle

0r: R — R
r — 0

Alors pour A € R et g = h une application croissante sur R, il est évident que
pour tout z € R tel que |z| > A, on a

O () = 0 = g(z) — f(z).

Donc 0 € E.

— Soient f1, fo € E. On montre que f; + f, € F.
Par définition, il existe Ay, Ay € RY et g1,92,h1,he : R — R croissantes telles
que pour tout x € R, on a

lz| > A1 = fi(x) = g1(x) — ha(x)

et
2] 2 Ay = falz) = g2(x) — ha(2).

Posons A = max{A;, A2}, g = g1 + g2 et h = hy + hy. Alors A € R% et les
applications g et h sont croissantes. Effet, pour tous x, 2’ € R tels que x < 2/, on
a g1(x) < g1(2') et go(x) < go(2') car gy et go sont croissantes et donc

9(x) = (91 + 92)(x) = g1(x) + ga(2) < g2 (2") + g2(2) = (91 + g2)(2") = g(2").
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La croissance de h = hy + ho se justifie de la méme maniére.
Soit x € R tel que |z| > A. Comme |z| > A > A;, on sait que

fi(x) = gi(x) — ha(z).

De plus, comme |z| > A > A, on sait aussi que

fo(z) = ga(z) — ha(x).

Il s’ensuit que

(fi+ fo)(x) = fi(z) + fo()

= (&
= (91(2) + ga(x)) =

et donc f1 + fo € E.

— Soient f € E et A € R. On montre que A\f € E.
Si A = 0, on sait déja que A\f = 0 € E. Supposons maintenant A # 0. Comme
f € E, on sait qu'il existe A € R} et g,h : R — R croissantes telles que pour
tout x € R, on a

7[> A = f(x) = g(z) — h(z).
Soit z € R tel que |z| > A. Il est clair que

(AN)(x) = Af(x) = A(g(x) — h(x)) = Ag(x) — Ah(z)
= (Ag)(x) = (AB)(2) = (=Ah)(z) — (=Ag)(x).

Si A > 0, on utilise les fonctions Ag et Ah qui sont croissantes. Si A < 0, on utilise
les fonctions —Ag et —Ah qui sont croissantes. Dans les deux cas, on obtient que
A e E.

On a ainsi montré que F est un SEV de F. On conclut que E est un R-espace vectoriel.

Exercice 2. On considére dans R* les trois sous-espaces vectoriels suivants
E = {(x,y,z,t) e R? ‘ x—y—l—t:()}, F = {(x,y,z,t) e R? | x+y+2z—t:0}
et
G = Vect (ul,u2) > ou u; = (1, 0, 1, 1) et ug = (3, —1, 1, 0)
a) On note H = EN F. Déterminer une famille de deux vecteurs (vq,v2) qui engendre le
sous-espace vectoriel H.
b) Montrer que
G + H = Vect (uy, ug, vy, v7) .
¢) En déduire une représentation cartésienne de G+ H.
d) La somme G + H est-elle directe ?
Correction. a) (z,y,z,t) € EN F si et seulement si (x,y, z,t) est solution du systéme
linéaire
r—y+t = 0,
r+y+2z2—t = 0
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La matrice augmentée du systéme est
1 -1 0 1|0 Ly
11 2 —-10 Lo
On applique la méthode du pivot de Gauss. On échelonne la matrice
1 =10 10 Ly
0 2 2 =210 Lo — Ly

(1 01 0 0) Ly + Ly/2

et on la réduit

011 —-1]0 Ly/2
Le systeéme est donc équivalent a
T+ 2z = 0, T = —z
y+z—1t = 0. y = —z+t.

On en déduit que
H={(—z—z+tz21) | z,t R} = {2(—1,—1,1,0) + £(0,1,0,1) | z,t € R}

et
H = Vect (Ul,vg), ou vy = (—]., —]., 1,0) et vy = (O, ].,0, 1)

On montre par double inclusion que G + H = Vect (uy, ug, v1, vs).

Soit w € G + H. Alors, il existe wg € G et wy € H tels que w = wg + wy. Comme
G = Vect(uy, uz), il existe ag,as € R tels que wg = aju; + asus. De méme, comme
H = Vect(vy, v7), il existe f1, B2 € R tels que wy = [1v1 + Savz. On obtient

W = wg +wyg = au + g + P1o1 + Bavs.

On en déduit que w est une combinaison linéaire des vecteurs uq, ug, v; et vy donc
w € Vect(uy, ug, v1,vz). Il suit que G + H C Vect(uy, us, vy, v9).

Soit w € Vect(uy, us, v1,v7). Il existe donc oy, an, B, P2 € R tels que w = au; +asus+
[1v1 + Pove. En notant wg = ajuy 4+ Baug et wy = [rvg + Pave, on a w = wg + wy
avec wg € Vect(ui,us) = G et wy € Vect(vy,v2) = H. Donc w € G + H. 1l suit que
Vect(uq, ug, v1,v9) C G+ H.

Par la question précédente, on a
G+ H = Vect ((1,0,1,1),(3,-1,1,0),(-1,-1,1,0),(0,1,0,1)) .
Donc (z,y,2,t) € G+ H si et seulement s’il existe des scalaires a, b, ¢ et d tels que

(x,y,2,t) =a(1,0,1,1) +b(3,—1,1,0) + ¢(—1,—1,1,0) + d(0, 1,0, 1)
=(a+3b—c,-b—c+d,a+b+c,a+d),

c’est a dire, si et seulement si le systéme linéaire suivant est compatible
a+3b—c =
~b—c+d =

at+b+c =
a+d =

RS BN ]
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La matrice augmentée du systéme est

1 3 -1 0|z L
0 -1 -1 1]y Lo
1 1 1 0|z Ly
1 0 0 1|t L,

On applique la méthode du pivot de Gauss. On échelonne la matrice

0 -1 -1 1 Y Lo
0 -2 2 0|z—=x Lg—Ll
0 -3 1 1|t—x Ly— Ly
13 -1 0 x Ly
0o -1 -1 1 Y Lo
0 0 4 -2|z—2z—-2 L3 — 2L,
13 -1 0 x Ly
0 -1 -1 1 Y Lo
0 0 4 —-2|z—x—-2 Ls
0O 0 0 0 |t—z—y Ly— Lj

Le systéme est alors compatible si et seulement si t — z — y = 0. On en déduit que
G+ H= {(x,y,z,t) eR* } t—Z—y:O}.

La somme G + H est directe si et seulement si GNH = {(0,0,0,0)}. Soit (x,y, z,t) €
G N H. Comme (z,y, z,t) € G = Vect(uy, us), il existe ay, ay € R tels que

(2,9, 2,t) = cquy +agus = a1(1,0,1,1)+as(3,—1,1,0) = (o +3az, —ag, a1 + a9, aq).

De plus, comme (x,y,z,t) € H = ENF, on en déduit que (z,y, z,t) est solution du
systéme
rT—y+t = 0
{ Try+2:—t = 0
On obtient que (x,y, z,t) = (1 + 3ag, —ag, a1 + az,a;) € GN H si et seulement si
(a1, ) est solution du systéme

(Oél + 30&2) — (—Ozg) + oy = 0
(g +3as) + (—ag) + 2(a1 + ) —ay = 0
soit
20&1 + 40[2 =0 .
{2a1+4a2 — 0 < o1+ 205 =0.
En choisissant as = 1 et a; = —2a5 = —2, on obtient —2u; +uy, € G N H avec

—2uy +ug = —2(1,0,1,1) + (3,-1,1,0) = (1,—1, -1, —2)  Opa.

On en déduit que G N H # {Oga} et donc la somme n’est pas directe.
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Exercice 3. On considére dans R? les quatre vecteurs suivants
u=(1,0,-1), v=(3,-2,3), w=(2,—-1,1) et z=(0,-1,2).

a) La famille (u,v,w) est elle libre ou liée ?

b) La famille (u,v,w) est elle génératrice de R*? Si elle ne I'est pas, déterminer le sous-
espace vectoriel Vect (u, v, w).

c¢) La famille (v, w, 2) est elle libre ou liée ?
d) La famille (v, w, z) est elle génératrice de R ? Si elle ne l'est pas, déterminer le sous-

espace vectoriel Vect (v, w, 2).

Correction. a) Soient «, 3,7 € R tels que
au + v + yw = Ogs.

Alors («, 8,7) est solution du systéme linéaire homogéne dont la matrice augmentée

est
1 3 210 Ly

0 -2 —1/0 Lo
-1 3 110 Ly

On applique la méthode du pivot de Gauss. On échelonne la matrice

1 3 210 L,
0 -2 —110 Lo
0 6 310 Ly + Ly
1 3 210 L,
0 -2 —11]0 Lo

0 0 010 L3+ 3Ly
Le systéme admet 2 variables principales et 1 variable libre, il admet donc une infinité
de solutions. On en déduit que (u, v, w) est liée.

b) Si la famille (u,v,w) était génératrice, étant constituée de 3 vecteurs de R3, ce serait
une base de R? et elle serait donc libre. Or, on sait déja que la famille (u, v, w) est liée.
On obtient donc que la famille (u,v,w) n’est pas génératrice de R®. On détermine
maintenant Vect(u,v,w). Comme (z,y,2) € Vect(u,v,w) si et seulement s’il existe
des scalaire a, b et c tels que

(x,y,2) = a(1,0,—1) +b(3,-2,3) + ¢(2,-1,1) = (a + 3b + 2¢, —2b — ¢, —a + 3b + ¢),
c’est-a-dire, si et seulement si le systéme linéaire suivant est compatible

a+3b+2¢c = =z
—2b—c =y
—a+3b+c = 2

La matrice augmentée du systéme est

1 3 2|z L,
-1 3 1 |z L
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On applique la méthode du pivot de Gauss. On échelonne la matrice

1 3 2 T Ly

0 6 3 |z+z L3+ Ly
1 3 2 T Ly
0 -2 -1 Y Lo

0 0 0 |z4+2+4+3y L3+ 3L,

Le systeme est alors compatible si et seulement si z + x + 3y = 0. On en déduit que
Vect(u, v,w) = {(z,y,2) € R® | 2+ 2 + 3y =0} .

c¢) Soient a, 3,7 € R tels que
av + fw + vz = Ogs.

Alors («, 8,7) est solution du systéme linéaire homogéne dont la matrice augmentée

est
3 2 010 Ly

-2 -1 —-110 Ly
3 1 210 Ly

On applique la méthode du pivot de Gauss. On échelonne la matrice

3.2 010 Ly
0 1/3 =110 Ly +2L1/3
0 -1 210 Ly — L
3 2 010 Ly
0 1/3 —11]0 Ly

0 0 —-110 L3+ 3L,

Le systéeme admet 3 variables principales et aucune variable libre, il admet donc une
unique solution qui est (0,0,0). On en déduit que (v, w, z) est libre.

d) La famille (v, w, z) est une famille libre de 3 vecteurs de R?, c’est donc une base de
R3. On en conclut que la famille (v, w, 2) est génératrice de R3.

Exercice 4. Soit F = (uq, ua, ..., u,) une famille de p vecteurs de K".

a) On suppose qu'il existe k € {1,2,...,p} tel que uy € Vect (G), ou
G = (Uty oy U1, U1y - - - Up)

est la famille F privée du vecteur u,. Montrer que la famille F est liée.
b) Montrer que la réciproque du résultat précédent est vraie.

¢) On suppose maintenant que la famille F est libre et qu'il existe v € K" tel que
v & Vect (F). Montrer que la famille

(U1, ..., up,v)

est libre.
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Correction. a) Soit & € {1,...,p} tel que u; € Vect(G). 1l existe donc des scalaires

Ay ooy Aomt, Aty - - -5 Ap tels que

Alors, on a

p
Z )\,UZ — U = OKn.
iZk
C’est une combinaison linéaire des vecteurs de F qui s’annule et dont les coefficients
ne sont pas tous nuls, puisque le coefficient de u; est —1. La famille F est donc liée.

Supposons que la famille F soit liée. Il existe alors des scalaires Ay, ..., A, non tous

nuls tels que
P
i=1

Soit k € {1,...,p} tel que A\, # 0. Alors

)\kuk = — i /\zuz

=1
ik
et, comme A\, # 0, on obtient
p .
up = — Z )\—;uz € Vect (U1, .., Ug—1, Ut1s - - -, Up) -
i£k

On a bien montré qu’il existe k € {1,...,p} tel que uy € Vect(G), ou G est la famille
F privée du vecteur wuy.

On suppose que la famille F est libre et qu’il existe v € K" tel que v & Vect (F).
Soient A, ..., A, p des scalaires tels que

P
Z Aty 4+ pv = Ogn.
i=1

On veut montrer qu’alors tous ces scalaires sont nuls. Si p # 0, alors on peut diviser
par u et
p )\
v = —Z—Zui € Vect (F),
i1 M
ce qui est impossible car v ¢ Vect (F) par hypothése. On a donc g = 0. Il suit que

p

i=1
La famille F étant libre, on obtient que \; = --- = A\, = 0. Tous les coefficients de la
combinaison linéaire considérée sont nuls, la famille (uq, ..., u,,v) est donc libre.
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