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Probléme 1 [5 points].
11
~1 1
2 2
(a) [0,5 point] det(A) = 4 et donc A est inversible avec A~ = 5 0 1
o1 -
(b) 0,5 point] AA* = A% # [d donc A n’est pas orthogonale
(c) [1 point]
—1-=A 1 1
det 1 1—A 1 =(-1-XN(A=-XN(-1-XN)-1)—1(-1=-XN)—-1)+1—-(1-21)
1 1 —1-A

=(-1=XN(A+A+ XN -1 +2+A+1+A1-1
=(=1-=X)(\?=2)+2\+2
=—A+1)(N?=2)+2(\+1)

=AM+ 1)(=X2+2+2)

(A+1)(=(A* = 4))

=—A+DA+2)(A—2).

(d) [0,5 point] L’équation —(A + 1)(A + 2)(A — 2) = 0 implique que A = —1,2 ou —2.
(e) [2 points| Pour \; = —1,

011 T ) +x3 = 0
(A — )\1[)513 =0 «<— 1 21 ) =0<= 21 220 +z3 =0
1 10 T3 r1 +xo =0
On trouve la solution la solution générale (zq, —x1, 7).
Pour A\ = 2,
-3 1 1 il —31'1 T +I3 =0
(A—)\QI)IZO <~ 1 -1 1 9 =0 «<— Tr1 —X2 +ZL‘3 =
1 1 -3 X3 Ty +2To —3[1)3 =0
On trouve la solution générale (xy, 21, x1).
Pour A3 = -2,
1 11 T T To +xT3 = 0
(A — )\QI)Z‘ =0 <= 1 31 Ty =0 <= x1 432y 423 =0
1 11 T3 T +I9 T3 = 0



On trouve la solution générale (z1,0, —x1).

(f) [0,5 point] Oui, il suffit de considérer les produits scalaires :

(1,0,-1)-(1,2,1) =14+0—-1=0

(1,0,-1) - (1,—1,1) =14+0—1=0

(1,2,1) - (1,-1,1) =1 —1+1=0

Probléme 2 [4 points].

(a) [1 point] |z| = /82 + (8v3)2 = V6I+64-3 = /64(3+1) = V64-4 = 8-2 = 16 et
a = arctcm(%g) = arctan(v/3) = Z. Comme a,b > 0 alors § = «, donnant z = 16¢/3.

(b) [2 point] Soit w = 2 + iy. Nous cherchons les solutions a w? = (x +iy)? = 8 4+ 8v/3i. Ce qui
implique que 22 + 22y — y? = 8 + 8/3i. Ceci nous raméne a z2 — y? = 8 et 2zy = 8v/3. En plus,
on sait que |w?| = |8 + 8v/3i| obtenant 22 + y*> = 16. En additionnant cette derniére égalité avec
22 — y? = 8 on obtient 222 = 24 ou encore 2% = 12 impliquant © = +2v/3 et on en déduit y = +2.

Comme 22y = 8v/3 > 0 alors et y ont le méme signe.
Ainsi, les racines carrées sont z; = 2v/3 + 2i et 2y = 24/3 — 2i.

On peut également trouver les racines en utilisant que

o= E (cos (0 + 27rk) +isin (9 + 27rk:>)

n n
ou r est le module de w, k =0,...,n—1et
arctan £ if x >0,
0— arctan £ + 7 if x <0,
) w/2 ifzr=0ety>0,
—m/2 ifr=0ety<O.

Dans notre cas, n =2 et k = 0,1, on obtient
vz = cos (%) + isin (%) =2V3+142
et
Vz = cos (%T) + ¢ sin (%) = 2v/3 — i2.
(c) [1 point] On a

z4+432—16 =z +4V3/z— 16
= 8 +i8v/3 4+ 4v/3(2v/3 + 2i) — 16
=8 +i8V/3 +24+i8/3 —16
=16 4 i16V/3
= 16(1 4 iv/3) # 0.

Pareil pour /z = —2v/3 — 2i. Donc, il n’est pas vrai.
Probléme 3 [5 points].



(a) [2 points] f(z,y) = eV *+@=1* Op a

of 12 (1) of 12 (p1)2
24— =) @1 L =) @=1) g, 1

A partir de e(y*1)2+(:’5*1)22(x — 1) =0 on en déduit que z — 1 = 0 ou encore z = 1. Pareillement,
a partir de e(y_1)2+(””‘1)22(y — 1) = 0 on en déduit que y = 1. Nous obtenons le seul point critique

(1,1).

Maintenant,
PI _ a1+ (1) +(-1)? (-1 +(@-1)?
W:ey 2+ 2ze 2(x — 1) = 2e¥ (14 2x(z—1))
i
Of _ w121y (v-1)>+(z-1)? (v-1)*+(z-1)?
8_y2:€ 2 + 2ye 2y — 1) = 2e (14 2y(y —1))
f (-1 + (@12 (1412
0 =2(x —1)e¥ 2(y—1) =e" A4y —1)(x —1)
Yyoxr
Nous avons
f f f i
a=ghan-Shan - (FLan) @@ - 02 =1>0

Alors, le point critique (1,1) et soit un minimum ou bien un maximum. Or gQTJ;(l, 1) =2 >0, donc
(1,1, f(1,1)) = (1,1,1) est un minimum.

(b) [0,5 point] Nous avons f(0,0) = e donc (0,0, 0) n’appartient pas a S;.

(c) [2 points] Nous avons un ensemble des cercles de centre (1,1) et rayons 0,2 et 3 :

pour A =1, eW D*+@=D* — 1 ot donc (y — 1)? + (z — 1)% = O

pour A = e, el D=1 — ¢ et donc (y — 1)+ (z —1)2 =

pour A = e, e+ — ¢4 ot done (y —1)2+ (z — 1)2 = 4 =22

pour A = €2, eWD*+@1* — 9 et donc (y — 1)>+ (z — 1)2 =9 = 32,

(d) [0,5 point| S; correspond a la représentation (a) car cette représentation induit les courbes
de niveau (cercles) et elle admet un minimum en (1,1, 1).

Probléme 4 [4 points].



(a) [1 point] Le domaine de définition de w est {(z,y) € IR? | y # 0} qui n’est pas étoilé.

(b) [1+1 points] Nous avons w = F(x,y)dz + G(z,y)dy = %dw - ;—;dy. Alors, %—5 = _y—zf =%
et donc w est fermée. En plus, U est bien étoilé donc, d’apré le théoréme de Poincaré, w est bien

exacte.

Nous cherchons f telle que

of 2z  Of 22

et =L =

dr oy oy
En intégrant la premiére égalité par rapport & x on obtient que f = % + H(y). En dérivant cette

égalité par rapport a y on obtient g—g = —gy”—j + H'(y) et comme % = —;—; on en déduit que H'(y) =0
et en intégrant par rapport a y les deux cotés de cette égalité nous obtenons H(y) = K ou K est

une constante. D’ou f = % + K.

(c) [1 point] D’aprés un résultat du cours, le calcul ne dépend pas du chemin choisi, mais
uniquement des extrémités pour une forme différentielle exacte. On trouve

|>—‘|[\')|H

(on peut aussi calculer I'intégrale directement mais un peu plus long).

Probléme 5 [2 points].
(a) [0,5 point]

-2 -1 0 1 2

(b) [1,5 points] Considérons la paramétrisation z =t et y = t* avec —1 <t < 2. Alors do = dt
et dy = 2tdt, ainsi

[\

Jory de+ (x+y)dy = [~ (834 (t+1*)2t)dt
= 2,363 + 22)dt
= ?[%#l + %1;3]2—1 s
= {016+ 35 - G- 3)

Probléme 6 [3 points].



[1 point] Nous avons y/(t) + 1y(t) = e””. L'équation homogene est o/ (t) + 2y(t) = 0 ou encore
y'(t) = —1y(t) dont les solutions sont :

-1 1
y(t) = Cel ~t4 = Ce ) = O™ = C’;, CeR

[1 point] On cherche une solution particuliére sous la forme

On a yi(t) — Tyo(t) = e’ alors

1 1 1 1 2
Ct)|—= ) +=C'(t)—=-Ct)- = ¢
0 (~5) + 300 - ¢ =
d’oul %C” (t) = e’ ou encore C (t) = te!”. En intégrant par rapport a ¢ en utilisant le changement de
variable u = t* et donc du = 2tdt on obtient

1 1 1
C(t) = /C”(t)dt = /tetht = 5/e“du = 5e“ + K = §et2 +K, KeR

2 2
En posant K = 0, nous avons yo(t) = 3e*" 1 = e

[1 point] On a qu’une solution générale est

En utilisant que pour t =1onay = % alors % = 61% + C’% = 5+ C obtenant C' = % —
Dong, la solution générale du systéme est

5 %(1 —e).

2 1 1 1 1



