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Feuille d’exercices 1

Exercice 1. Trouver les limites des suites de terme général suivant :
4—n+3n2 27 41)(37—1 n41)((2)m 41
Up = T2, v = FEDET=D 6n?£4 ) w, = %
vn 2 i _ (3 n o—k
Tn = 53 () yn = (In(n? +1))= Zn=n(3 = 2k=03"")
Exercice 2. Soit f : I — R une fonction dérivable en z¢ € I et (u,) une suite d’éléments

de I convergente vers xq. Quelle est la limite de la suite (%:iéxo)) ? (On suppose que u.,, 7 xo,
Vn € N).
Calculer les limites des suites suivantes (elles dépendent toutes d’un parametre réel o) :

Up, = nsin(-x) v, = n%(In(n+1)—In(n)) wy, = (14 %)
Exercice 3. Quelles sont les suites réelles (u,,) satisfaisant les assertions suivantes ?
1. JeeR,VYNeNIn>Nu,<c
2. VYeeR,VNeNIn>Nu,<c
3. VeeR, AN eN,Vn > N,u, <c
4, deceR,AN eN,Vn > N,u, <c
Exercice 4. Soit (uy,) une suite. Que pensez-vous des propositions suivantes :

(a) Si (uy) converge vers un réel £ alors (ugy,) et (ug,+1) convergent vers /.
(b) Si (ugy,) et (uz,+1) sont convergentes, il en est de méme de (uy, ).
(c) Si (ugp) et (uzn+1) sont convergentes, de méme limite /, il en est de méme de (u,,).

Exercice 5. Soit (u,,) une suite de réels strictement positifs.

(a) Que pensez-vous des propositions suivantes ?
* Sila suite (uy) est convergente alors la suite (=7+) est convergente.
* Sila suite (“2+1) est convergente, alors la suite (u,,) est convergente.

(b) Supposons maintenant que la suite (1) est convergente. Montrer les propositions suivantes.

Un41

Un
e Si lim *+L > 1, alors lim w, = +oo.
n—oo Un n—00
o Si lim Yeotd

< 1, alors lim wu, = 0.
n—o0 n—oo
2

(c) Soit z € R. Déterminer la limite des suites (%) et (Z-).

Exercice 6. On considere les suites Hy, := Y j_; £, an = H, —In(n + 1), et b, = H, — In(n),
définies pour n > 1. Soit F' :] — 1, +00[— R la fonction définie par F'(x) =  — In(1 + ).

(a) Montrer que F'(x) > 0 pour tout z > —1.
(b) Montrer que pour tout n > 1, on a les relations a, 1 — a, = F(n%rl) etbyr1— by = _F(n;+11)
(c) Montrer que les suites (ay,) et (b,,) sont adjacentes.

(d) Quelle est la limite de la suite (lﬁ—z)) ?



Pour s’entrainer, aller plus loin

Exercice 7. Soit (u,) une suite périodique.

(a) Montrer que (u,) est bornée.

(b) Montrer que (us,,) est périodique.

(¢) Montrer que la suite (“1F42ttn ) egt convergente.

(d) Supposons de plus que (uy,) est croissante. En déduire que (u,,) est constante.

Exercice 8 (Lemme de Cesaro). On suppose que la suite (u,,) converge vers un réel £. Montrer que
la suite (“1FU2ttun ) converge vers £.

Exercice 9. (#) On consideére les suites de terme général u,, = ZZ:O % etv, = up + ﬁ
(a) Montrer que (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes. Qu’en déduit-on ?
(b) On note e leur limite commune. Montrer que ¥n > 1,n!(e — u,) €0, 1].

(c) En déduire que e est irrationnel.

Exercice 10. (&) Soient 0 < ug < vy deux réels. On considere les suites (uy,) et (vy,) définies par les
récurrences suivantes : Uy 11 = 1/UpUp €t Up11 = “"‘2"”” ,Vn € N,

(a) Montrer que u,, < vy, ¥n € N.

(b) Montrer que v, 41 — Upp1 < 252, Vn € N.

(c) Montrer que (uy,) et (v,) sont adjacentes. Qu’en déduit-on? Leur limite commune est appelée
moyenne arithmético-géométrique de uy et vy.

Exercice 11. (#) Soit (u,) une suite telle que Vn € N, u,, € Z. Montrer que si (u,) converge, alors
(uy,) est stationnaire.

Exercice 12. (#) Soient (u,,) et (v,) deux suites périodiques. Montrer que (u,, + v,,) est périodique.



Feuille d’exercices 2

Exercice 13. Soient a, b, ug € R. On considere la suite définie par la récurrence : up+1 = aty+b.
(a) On suppose a = 1. Exprimer u,, en fonction de n.
(b) On suppose a # 1. Trouver A € R pour lequel la suite (u,, — A) soit géométrique.
(c¢) En déduire I’expression de u,, en fonction de n. Dans quels cas la suite (u,, ) est-elle convergente ?

Exercice 14. Soit (uy) la suite définie par récurrence par ug € [0,3[ et up+1 = f(uy,) avec
f(z) =+x+6.
(a) Tracer sur un méme dessin le graphe de la fonction f et la droite d’équation y = x. Y représenter
les premieres valeurs de la suite (u,,) pour ug = 0.
(b) Montrer que (u,,) est majorée et croissante. Qu’en déduit-on ?
(c) Déterminer la limite de (uy,).
(d) Que se passe-t-il si ug € [3, +00[?

Exercice 15. Soit G : R — R la fonction définie par G(z) = 1(z? + 3). On considére la suite
(U,,) définie par la récurrence : Uy > 0 et U, 11 = G(U,,),Vn € N.

(a) Montrer que la suite (U,,) est monotone.

(b) Déterminer pour quels Uy > 0 la suite (U,,) est convergente.

(c) Montrer que G définit une application contractante de I’intervalle [0, 1] dans lui-méme.
(d) Considérons le cas ou Uy = % Montrer alors que |U, — 1| < 2-(nt+1) " yp e N.

Exercice 16. Soit f :]0, +00[—]0, +-00[ définie par f(z) = %3, et (u,) une suite récurrente définie

2x
par ug €]0, 5[ et un41 = f(uy).
(a) Tracer sur un méme dessin le graphe de la fonction f et la droite d’équation y = x. Représenter
les premieres valeurs de la suite (u,,) pour ug = 1.
(b) Montrer que Vn € N, u9,11 e]%, +oo] et ugy, €0, %[
(c) On pose v, = ug,. Montrer que (v,) est une suite récurrente pour une fonction que 1’on
précisera. En déduire que la suite (v,,) est croissante.
(d) Montrer que lim wuo, = % En déduire que lim wopyq = % etque lim u, = %
n—o0 n—o00 n—o0

(e) Que se passe-t-il si ug € [%, +oo[?

Exercice 17. Soit a > 0. On définit la suite (u,,) par récurrence : ug > 0 et

1

a
un+1:2<un+%>, Vn € N.

On se propose de montrer que (uy,,) converge vers y/a.

(a) Montrer que
(up — a)?

uiﬂ—a:T, Vn € N, (0.1)
n

et en déduire que u,, > \/a,Vn > 1.
(b) Montrer que (uy,)n>1 est décroissante. En déduire que (uy,) converge vers y/a.

(c) On pose v, = “’;\_f‘a/a pourn > 1.




e Montrer en utlhsant . ) que V41 < v ,Vn > 1.
* En déduire que pour toutn > p > 1,ona

0<u,— f<2f< f\f)an.

* Application : trouver un nombre rationnel z tel que |z — /10| < 1078 (sans calculatrice).
Pour s’entrainer, aller plus loin

Exercice 18. On considere la suite (V},) définie par récurrence : Vo = O et V1 = V,, + eVn —
3, VneN.

(a) Montrer que (V},) est décroissante. Quelle est sa limite ?

(b) Montrer que V,, > —3n, Vn € N.

(c) Montrer qu’il existe C' € Rtelque V,, < C —2n, Vn € N.

(d) En utilisant la question précédente, montrer que Vj,, < —3n + ¢ Iy é e 2k, Vn>1.

(e) En déduire que V,, ~ —3n

Exercice 19. (#) On considere la fonction f : R — R définie par f(z) = 1z? — 2, et la suite

récurrente définie par les relations : ug € R et up4+1 = f(uy), Vn € N.

(a) Déterminer les solutions o < /3 de I’équation f(x) = x. Dans la suite on utilisera le fait que
g >3et|al >1,23.

(b) Montrer que Vo € R, |z — 3| <2 = |f(z) — B| > 2|z — j].

(c) Montrerque Vz € R, [z —a| <1072 = |[f(z) —a| > Sz —al.

(d) Montrer que la suite (u,),en converge si et seulement si elle est constante a partir d’un certain
rang.

Exercice 20. (#) Soit f :]0, +00[—]0, +oo[ définie par f(x) = 9;2%1 et (uy,) la suite récurrente
définie par ug = % et unt1 = fup).
(a) Tracer sur un méme dessin le graphe de la fonction f et la droite d’équation y = x. Y représenter
les premieres valeurs de la suite (uy,).
(b) Montrer que Vn € N, ug, 41 €]1, +00[ et ug, €0, 1].
(c) On pose vy, = ugy, et wy, = uz,+1. Montrer que (v,,) et (w,,) sont des suites récurrentes pour une
fonction que I’on précisera. En déduire que (v,,) est décroissante et (wy,) est croissante.
(d) Montrer que hm v, = 0 et hm wy, = +00. La suite (u,) est-elle convergente ?

(e) Que se passe- t 11 siug € [1, +oo[

Exercice 21. (#) Pour n > 1, on considere la fonction polynomiale f,(z) = -1+ ,_; z*.

1. Montrer que Vn > 1, 1’équation f,,(x) = 0 admet une unique solution dans [0, 1], notée a,.
2. (a) Montrer que (a,) est strictement décroissante.

(b) Montrer que (a,,) est minorée.

(c) Justifier que (a,,) converge. On note ¢ sa limite.
3. (a) Montrer que la suite (f,,(¢)) converge vers 0.

(b) Exprimer f,(¢) en fonction de n et /.

(¢) Déduire de ce qui précede que £ = %
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Exercice 22. Soit (uy,) la suite des décimales de 7. Montrer que (u,) admet une sous-suite
constante.
Exercice 23. Soit (uy,) une suite réelle. Est-il vrai que

(a) siu, — 400, alors toute suite extraite Up(n) = +00 ?

(b) si (uy) est croissante, alors toute suite extraite (u(y,)) est croissante ?
(c) si (uy) est bornée, alors toute suite extraite (1)) est bornée ?

(d) si (uy) est périodique, alors toute suite extraite (u,(,)) est périodique ?

Exercice 24. Soit (Uy,) une suite qui converge vers un réel £. Déterminer les valeurs d’adhérence

des suites de terme général
nm

Up, sin( 3

), Un+ cos(%).

Exercice 25. Soit (un)nen une suite réelle. On suppose que les sous-suites (u2y), (U2n+1) et
(usy,) convergent. Montrer que la suite (u,,) converge.

Exercice 26.
Soit (u,)nen une suite réelle. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) (uy,) est non-majorée.
(b) (uy) admet une sous-suite qui tend vers +o0.
(¢) (up) admet une sous-suite croissante qui tend vers +oo.

Exercice 27. Soit (uy) la suite de terme général u,, = (—1)"(1 + ). Expliciter les suites de
terme général u,, := sup{ug, k > n} et u,, := inf{ug, k > n}. En déduire les limites supérieures et
inférieures de (uy,).

Exercice 28. Soit (u,)nen une suite réelle telle que u,, > 0,Vn € N.

(a) Monter que lim inf u,, = 0 si et seulement si lim sup i = +o0.
1

(b) Monter que si lim inf u,, = o > 0 alors lim sup % = .

Pour s’entrainer, aller plus loin

Exercice 29. A toute suite a = (a,,) de termes positifs on associe R(a) := lim sup (an)% € [0, c0].
(a) Calculer R(a) pour les suites a, = n®, a,, = ¢" et a,, = q”2.
(b) Montrer que R(a) = 0 si et seulement si Vr > 0, li_{n apr™ = 0.

n oo

(c) Montrer que R(a) = 400 si et seulement si Vr > 0, la suite (a,7™),cn n’est pas bornée.

Exercice 30. (#) Soit u := (u,) une suite telle que la suite (u,+1 — uy) converge vers 0. Notons
AD(u) I’ensemble des valeurs d’adhérences de la suite (uy,).



(a) Donner un exemple ott AD(u) = ().
(b) Supposons maintenant que AD(u) # (). Montrer que si a < b sont deux valeurs d’adhérences de
la suite (uy, ), alors [a, b] C AD(u).

Exercice 31. (#) Lemme sous-additif
Soit (u,) une suite telle que

Uptm < Up + Up, Vm,n > 1.

Le but de I’exercice est de montrer que (=) tend vers ¢ := inf{%%, k > 1} € RU {—o0}.
(a) Soitk > letr € {0,...,k — 1}. Montrer que upq4, < kug + u, pour tout ¢ > 1.

u

(b) En déduire que lim sup “» < o pour tout ¢ > 1.
(c) Conclure.
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Exercice 32. Montrer que u,, = (—1)™ n’est pas une suite de Cauchy.

Exercice 33. Pour tout n > 1, on pose H, = > }_; %
(a) Montrer que Vn € N*, Hy, — H,, > 3.
(b) En déduire que (H,,) n’est pas une suite de Cauchy.

Exercice 34. Soient (u,,) une suite réelle et p €]0, 1[. On suppose que pour tout n > 1,
‘un—l—l - Un’ < P‘Un - un—l’-

Montrer que (uy,) est une suite de Cauchy.

3

2€t

Exercice 35. Soit () la suite définie par récurrence par zo =

1
xn—&-l:l‘i‘*, Vn € N.
In
(a) Montrer que Vn € N, x,, est un nombre rationnel appartenant a I’intervalle [%, 2].
(b) Montrer que (x,,) est une suite de Cauchy. On utilisera I’exercice
(c) Est-ce que la limite de la suite (x,,) est un nombre rationnel ?

Exercice 36. Les questions suivantes utilisent les sommes de Riemann.

2n 1

a) Déterminer lim = <.
(a) JEat k=n+1k

o0

1

. . . . 2n
(b) Soit o > 1. Déterminer nh_)rgo D kgl R

(c) Soit o > 0. Déterminer un équivalent simple de la suite S§ := >";'_, k.

\E—1
Exercice 37. On considere la suite U,, = > ;'_; ( 1,1

(a) Montrer que Us, = 37", 1 +.

(b) Montrer que lim,,_,o U, = In(2).

Pour s’entrainer, aller plus loin

Exercice 38. Soient / un intervalle de R et une fonction f : I — R.
(a) On suppose que I’intervalle I est borné et que f est uniformément continue. Montrer que f est
bornée.
(b) Montrer que f est uniformément continue si et seulement si pour toutes suites (a,) et (by,)
d’élémentsde I,ona lim |a, —b,|=0 = lim |f(a,) — f(bn)| = 0.
n—oo n—oo

(c) Déduire le théoreme de Heine du point précédent.

Exercice 39. Soit f : R — R continue. Pour les questions suivantes, on pourra utiliser le point (b) de
I’exercice 38

(a) On suppose que la fonction f est 1-périodique. Montrer que f est uniformément continue.

(b) Montrer que si f admet des limites (finies) en +00 et en —oo, alors f est uniformément continue.
(¢) Est-ce que la fonction f(z) = sin(z?) est uniformément continue ?



Feuille d’exercices 5
Exercice 40. Tracer sur un méme dessin les graphes des fonctions z3, =, /z, :1;%, 1z=!, 277 sur

I'intervalle |0, +o0].

Exercice 41. Soit & > 3. Montrer que si f(x) = O (%) alors f(z)
o

est-elle vraie ?

o (Z5). La réciproque

+oo

Exercice 42. Donner un équivalent simple en oo et en O de
(@ —zt + 23 +22+1, (e) \/:CQ (h) 2%In(z)3 — 23 In(x)?,
2

(b) 7902—5—62;; 53, ® 22 - $+1) (i) exa® In(z) — ez In(z)?,
(C) 23.% 4 32(2, ( ) T -I—ln (]) 11’1(6256 — ex).

(d) 2297 _ 3" $21HCC

x3°

Exercice 43. Soit g € R U {—00, +00}. Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
Justifier.

(a) Slf(:L') ~ 5:1: alors hm f(z) — bz =0.

() Si f(a) ~ gla).alors f(a)? ~ o)’
(c) Si f(x) ~ g(x), alors ef(®) ~ 9(),

zo

Exercice 44. Soit g € R U {—00, +00}. Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
Justifier.
(a) Soit¢ € RU{—o00,4+00}.Si lim f(z) =/Let f(x) ~ g(x), alors lim g(x) = /.
T—T0 o T—T0
(b) Si lim f(z) =+ocet lim g(z) = +oo, alors f(x) ~ g(z).
T—T0 T—TQ xo

(¢) Soit/ € R.Si lim f(x)=/{et lim g(x)=¢, alors f(z) ~ g(x).

T—T0 T—T0 o
(d) SoitZ e R.Si lim f(z)=1¢,alors f(x) = O(1).

T—T0 o

Exercice 45. Soit zp € R U {—00, +00}. Déterminer toutes les fonctions f telles que f(z) ~ 0.
Zo

Exercice 46. Montrer que e/(*) ~ ¢9(%) sj et seulement si lim f(x) — g(z) = 0. En déduire un
400 T—>+00

3 . . 2 2_ 1, 2
équivalent simple en +oo de ¢ 2T 15

Pour s’entrainer, aller plus loin

Exercice 47. (#) Soit g € RU{—o00, +oo}etl € (RTU{+o00})\{1}. On suppose que f(z) ~ g(z)
Zo

etque lim g(x) = ¢. Montrer que In f(z) ~ In g(x). Est-ce encore vrai pour { = 1?
T—T0 o

Exercice 48. (#) 48 Soit f : Rt — R une application continue telle que Vo € RT, f(z) < 2f (%).
(a) Justifier que f admet un maximum sur [0, 1].

(b) Montrer que Vk € N, f(z) < 27 f (&).

(c) On pose kyp = min{k € N’:s% < 1}. Justifier I’existence de kq et montrer que ko < 1“%” + 1.

(d) Montrer que f(x) = O (x%)



Feuille d’exercices 6
Exercice 49. Donner les DLy, DLy, DL1g et DLog17 en 0 de f(z) = 28 + 22'2 + 5210 + 23,

Exercice 50. Montrer que si f est une fonction paire (resp. impaire), alors les termes impairs
(resp. pairs) de ses DL en 0 sont nuls.

Exercice 51. Sommes de DL.
(a) Donner le DL en 0 de 14%9[: + V1 4+ .
(b) Donner le DL7 en 0 de ch(z) = % (cosinus hyperbolique).

(c) Donner le DLg en 0 de sh(z) = £=¢= (sinus hyperbolique).
2 yp q

Exercice 52. Produits de DL.
(a) Donner le DL3 en 0 de cos(x) In(1 + ).
(b) Donner le DLg en 0 de f(x) = v/1 + 22 In(142*). En déduire la valeur des dérivées f(*)(0)
pour 1 < k < 8.
(c) Donner le DLg en 0 de (1 — ch(z)) sin .

Exercice 53. DL en xg # 0.
(a) Donner les DL, en 2 des fonctions e”, (1 + x)% et In(1 4 z).
(b) Donner le DL; en § de cos z.

Exercice 54. Composition de DL.

(a) Donner le DLy en 0 de In(1 + cos z).
(b) Donner le DLy en 0 de eVite,

(c) Donner le DL, de /1 + cos z en 0.

Exercice 55. Divisions de DL.

(a) Donner le DL3 en 1 de %i—j

(b) Donner le DL5 en 0 de tan(zx).
(c) Donner le DL3 en 0 de th(x) = Zﬁg) (tangente hyperbolique).
(d) Donner le DLy en 0 de £>*%. En déduire le DL3 en 0 de cotan(z) — i

Exercice 56. La fonction ﬁ admet-elle un DLy en 0? un DLL3 en 0? un DLy en 0?



Pour s’entrainer, aller plus loin

Exercice 57. (#) On considere la fonction f : R — R, donnée par

f(x):{ezx_l si x#0

1 si x=0.

(a) Calculer le développement limité de f a1’ordre 3 en 0.
(b) Montrer que f est continue.

(c) Montrer que f est de classe C'.

(d) Montrer que f est de classe C2.

Exercice 58. (#) On considere la fonction g : R — R, donnée par

(@) e_% si >0
€T =
g 0 si x<0.

(a) Montrer que pour tout € N, il existe un polynome P, tel que Yz > 0, g™ (z) = e~ P, (1).

(b) Montrer que pour tout n € N, g™ (0) = 0.
(¢) En déduire que g est de classe C'*° sur R. Quels sont ses DL en 0?
(d) Existe-t-il une autre fonction ayant les mémes DL en 0 que g ?

10
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Exercice 59. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange 4 I’ordre 2 pour f (t) = Vtentre a = 100 et
b = 101. En déduire une approximation décimale de /101 & 1076 pres.

Exercice 60. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange 4 1’ordre 5 pour la fonction cos sur [0, z]. En
déduire que Vz € R, | cos(z) — 1 + ”é’—? - %4,1| < fg—?, puis une approximation rationnelle de cos(0, 1) a
1078 pres.

Exercice 61.
(a) Montrer que Vx > 0, On a la relation

1 2 1 1 5
1+§m—§x2< Vit < 1+§x—§m2+8—1x3.
En déduire une valeur approchée de /1,03 4 10~° pres.
(b) Montrer que pour tout ¢ > 0 on a I’encadrement
2 ¢ t2 t4
(*x) t—=+5——<In(l+t)<t— =+ 5 —

2 3 14 2 3 41+t

En déduire une approximation de In(1, 1) 2 1075 prés. On se servira du fait que (1,1)~* =~ 0, 68.

Exercice 62. Soit u,, = > j_, (_1;):“-

(a) Montrer que (U2, )nen* €t (U2n+1)nen+ sont deux suites adjacentes. Qu’en déduit-on ?

(b) Montrer que la fonction z — In(1 + z) est de classe C™ sur | — 1, +oo[ et calculer la dérivée
ki®me de In(1 + ) pour tout k € N.

(c) En utilisant la formule de Taylor-Lagrange, montrer que

2n k+1..k 2n+1 k+l k
Vo > 0,¥n € N, Z()k“”” <hi+z)< Y ()k‘f
k=1 k=1

(d) Montrer que lim u, = In(2).
n—oo

Exercice 63. (a) Soit 3 > 1. En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que

1-5 _ 1 1 1-8

v - .
>0 T S GrFT T @)

(b) En déduire que Vn > 1,

"1 1 1
Vn >1 — <1 — .
R N (S Tl .
(c) Montrer que la suite (}_}_; 7) converge.

11



Pour s’entrainer, aller plus loin

Exercice 64. Soit f : [0,2] — R une fonction 2 fois dérivable telle que f(0) = f(1)

= f(2). Montrer
qu’il existe ¢ €]0, 2| tel que f”(¢) = 0. Indication : Lemme de Rolle.

Exercice 65. (a) Montrer que pour tout x € R, la suite (“”n—T) tend vers 0.
(b) Montrer que pour tout x € R,

n " ] ‘:1}’”—"_1
x xX
e —kg_on!\ge ey Vn € N.

(¢) Quelle est la limite de la suite (3", %) ?

Exercice 66. (#) Soit 0 < 8 < 1. En vous inspirant de 1’exercice montrer que

?nNoo — )
= kP nodoo (1 - )

Exercice 67. (#) Soit f : R — R I’application donnée par f(z) = z + 22 cos(x%) siz # Oet
£(0) = 0.

(a) Montrer que f est dérivable sur R et justifier que f/(0) = 1.

_ 1 _ 1
(b) OnposeVn € Nyu, = f < 7r(2n+2)) f <\/m>
(i) Justifier que /1 + x = 1 + 5 + o(x). En déduire que

N S— 1 +o(n )
VT@2n+2)  /7@2n+1)  2@2n+1)/7(2n+2) ’

lorsque n — 4-00.
(i1) Montrer que

lorsque n — oo.

(¢c) Montrer qu’il existe un entier IV tel que Vn > N, f

N

—L 1 L
7r(2n+1)> <f ( W(2n+2)> . En déduire

que f n’est croissante sur aucun voisinage de 0.
(d) Tracer le graphe de la fonction f.

(e) Est-il vrai que si une fonction f est dérivable sur R et que f'(xg) > 0, alors f est croissante sur
un voisinage de xg ?
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Feuille d’exercices 8

Exercice 68. Donner le développement limité en 0, & ’ordre 20, de la fonction F'(z) = x* cos(z?).
En déduire la valeur de la dérivée F(16)(0).

2
Exercice 69. Déterminer la limite de (1 + 2 + m%)zﬂ lorsque & — +oo et lorsque  — 0.
Exercice 70. Donner un équivalent simple de Vo4 4 22 + 1 — V% + 1 en 400, et ensuite en 0.
Exercice 71. Déterminer la limite en O de
In(l+ ) — tanz + Lsin? 2 3
( ) ) 2 Rappel : tana::x—l-:i—i-o(x‘l).
3x4sin® x 3

Exercice 72. Déterminer la limite en 0 de

8=

© 51n(962)w$(x)2 (d) -5 — cotan®x

8

@ (%)L~ g O (%) (1)

Exercice 73. Donner une asymptote en 400 et la position par rapport a 1’asymptote de

(a) (23 4+ 22+ + 1)% (b) Vx(2+ x)e% (©) In(e®* —e* — 1)

Exercice 74. Développements asymptotiques. Montrer que
3 5 5
(a) \/x+\/5:x%+ﬂ—ﬂ+o(ﬂ)
o+
b) (%) Vr+ Ve = Voti— gz + 5 to)

_ l lnac (1)

1
(C) r+lnx +T>o

1‘2

1_
T

In(z) ‘

Exercice 75. Soit f :]0, +0co[— R la fonction définie par f(z) =

(a) Montrer que pour tout n. > 3, il existe un unique e > «,, > 1 satisfaisant la relation : f(a,) = %
(b) Montrer que («,) est décroissante (on utilisera la monotonie de la fonction de f).

(c) Montrer que (cv,) converge vers 1.

(d) Déterminer le DL al’ordre 2de f enz = 1.

(e) Montrer que (cv,) admet le développement asymptotique

1 3 1
ap =14+ — +W+O( )

13



Pour s’entrainer, aller plus loin

Exercice 76. On considere la suite

Van2 +1—-2n

Uy 1= ————, n >0,
" vn?+1-n
et la fonction F' : R\ {0} — R définie par la relation
V4 2-2
Fay= 222 22 g0

Vitz2 -1
(a) Exprimer les termes de la suite (u,,) au moyen de la fonction F.
(b) Calculer le DL2(0) de la fonction F.
(c) Montrer que lim u, = %

n—o0o

(d) Pour tout a € N, calculer la limite de la suite n®(u,, — %)

Exercice 77. (&)
Question préliminaire : montrer que GZT_I > 0,Vx # 0.
On considere la fonction F' : R — R telle que £'(0) = 0 et

F(z)=In (6“1), Yz # 0.

(a) Déterminer le DL3(0) de la fonction F'.
(b) Déduire de la question (a) la limite de la suite u,, = n (ln(n) + ln(e% — 1)), n>1.
(c) Montrer que lorsque z — +00, on a le développement asymptotique

F(z) == In(x) —e™* 4+ o(e™?).

(d) Donner la tangente et la position par rapport a la tangente en In(4) de la fonction F'. On utilisera
le fait que In(4) ~ 1, 38.

Exercice 78. (#) Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = iziz xz € R, et (uy,) la suite
définie par récurrence par : ug > OetVn € N, up11 = f(up).

I : Etude de la fonction
(a) Montrer que 0 < f(x) < z pour tout x > 0.
(b) Montrer que le développement limité a I’ordre 5 de f en 0 est donné par
q PP P
_ L s 25 5
f(z) ST 3% + e + o(z?).

£ 1is . 1 1 2
(c) En déduire que ili% @ "2 T3
(d) Montrer qu’au voisinage de +oc on a le développement asymptotique

f(z) =1—2e"2 4271 4 o(e™12),

II : Etude de la suite

(a) Montrer que (uy,) est une suite strictement décroissante convergente vers 0.
(b) Calculer la limite de la suite v,, = u21 — u%

n+1 n
(c) En appliquant le lemme de Cesaro a la suite (v,,), déterminer un équivalent de (u,,) quand n —

Q.

14



Feuille d’exercices 9

Exercice 79. Etudier la convergence des séries » | u,, suivantes :

@ un = S ©) un = S(inl(ﬁi -1 (i) u, = 2
3" — — = n . n

© un = () un = e () un = 20

©) up, =—=In(1+ —= W, = 2" n2

@ un =5 (h) un =220

Exercice 80. Soit a et b deux réels. Pour tout n € N, posons

Un = vVn+avn+1+bvn+2.

(a) Vérifier que la suite (u,,) tend vers O si et seulement si a + b+ 1 = 0.
(b) Déterminer a et b pour que la série ) w,, soit convergente. Dans ce cas, que vaut la somme

D e Un?

Exercice 81.
(a) Montrer que la série (Gbia est convergente.
q v g
(b) Montrer que la série (771)7171 est divergente.
d Va=(=1) g
(c¢) Qu’a-t-on voulu mettre en évidence dans cet exercice ?

Exercice 82. Au moyen du critere de d’Alembert, étudier la convergence des séries > u,, sui-
vantes (toutes dépendent d’un parametre o« > 0) :

—n? n: n®(In(n n

Exercice 83. Au moyen d’une comparaison avec une intégrale, donner des équivalents pour les suites
suivantes

@ 4, =5, G (b) B, = In(n!) (©) Cn =35y (k)

Indication : on pourra écrire (Ay,) sous la forme A, = (=1)"> "2 oy o (o) est une suite
positive.

Pour s’entrainer, aller plus loin

Exercice 84.
(a) Montrer que pour tout entier n € N, la série ) _ % est convergente.
(b) Pour tout entier n > 1, posons S, = > 7o, &= Notons e = S22 4.
* Etablir une relation de récurrence satisfaite par la suite (.5,,).
* En déduire que %” € N pour tout entier n > 1.
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Exercice 85. Soit ) a,, une série a termes positifs convergente.
(a) Montrer que pour tout p > 1, la série ) (ay, )P est convergente.

(b) Posons S, = > 7 ((ay)?P. Calculer la limite de (Sp)% lorsque p — o0.

Exercice 86. On considére deux suites réelles (a,,) et (by,). Posons B, = > by.
(a) (Transformation d’ Abell Montrer que pour tous entiers naturels N > M, on a

N N
§ anby, = § (an - an—i—l)Bn +any1 By —apy1Bu.

(b) En déduire que > a, b, est une série convergente si les conditions suivantes sont satisfaites
* la suite (B,,) est bornée,
e lasérie ) (a, — an+1) est absolument convergente,
* la suite (a,,) tend vers 0.
(c) En déduire que > a,b, est une série convergente si la suite (B,,) est bornée et si (a,) est une
suite décroissante convergente vers 0.
(d) Montrer que la série Y ¥ ) est convergente.
(e) Montrer que la série » sin (n
|sin(x)| > sin(z)?).

n’est pas absolument convergente (on pourra utiliser le fait que

Exercice 87. (#) On cherche a établir un développement asymptotique de la série harmonique
"1
Hi=> %
k=1
1 k+1 dt

On pose ar, = ¢ — |/ , pour tout k > 1.

(a) Montrer que aj, = W + O(k—g)

(b) En déduire que la série ) aj converge. On note v := Zzozl a.

(c) Montrer que le reste R, = Y .- aj admet le développement asymptotique :

1 1
R, = 2—+O(n2)

(d) En déduire que la série harmonique admet le développement asymptotique suivant :

(%) H, :ln(n)+’y+%+0(%).

Exercice 88. (#) Considérons une suite réelle (x,,) formée de termes strictements positifs. On sup-
pose que la suite (=2 2 ) admet le développement asymptotique suivant :

T o 1
S =14 =+ 0(5).
T, n n
(a) Montrer que la série ) In(*2+L) — 2 est convergente.
(b) Montrer qu’il existe une constante C’ > (0 pour laquelle on a : z,, ~ Cn®. On utilisera le fait que

H, =1In(n) +~ + o(1), voir (x).

1. On notera la similitude avec I’intégration par parties des fonctions.
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