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Questions isolées (9 points)

a. Soit A un anneau principal. Démontrer que toute suite croissante (pour I’inclusion) d’idéaux de A est
stationnaire.

b. Soient a,b > 1 : on note a A b leur pged. On considere 1’idéal 1,;, € Z[X] engendré par aX et b et
I’anneau quotient Z[X]/1, ;.

(1) Montrer que Z[X]/1,, ~Z/bZsiaANb = 1.

(2) Expliciter un morphisme d’anneau Z[X]/1,;, — Z/6Z avec 6 = L

anb”

¢. On rappelle qu'un polyndme P = Y[_, axX* € Z[X] — {0} est dit primitif si pged(ag, - - ., a,) = 1.
Montrer que le produit de deux polynémes primitifs est un polyndme primitif.

d. A une matrice X € M, (Z), on associe le sous-module Im(X) = X(Z") de Z".
(1) Pour A, B € M,(Z), montrer 1’équivalence : Im(A) = Im(B) <= 4P € GL,(Z) tel que A = BP.

(2) Montrer que Z"/Im(X) est fini si et seulement si det(X) # 0 et qu’alors Cardinal(Z"/Im(X)) =
|det(X)|.

e. Déterminer une base du Z-module M := {(x,y,z) € Z*, 12x — 15y + 10z € 7Z}.

Exercice 1 (4 points)

Soit A; I’ensemble des nombres rationnels qui s’écrivent comme une fraction ; avec b premier avec 7.

(1) Montrer que A5 est un sous-anneau de Q.
(2) Déterminer ses éléments inversibles ainsi que ses éléments irréductibles.

(3) Montrer que A7 est un anneau principal.
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Exercice 2 (9 points)

Soit p > 2 un nombre premier. On note I', le sous-groupe des bijections de Z/pZ de la forme
bap : Z/pZ —> Z/pZ
X — ax+b,

ouace€ (Z/pZ)y :=7Z/pZ—{0}etb € Z/pZ.
(1) Calculer les expressions : ¢;},, e © Gap 0 ¢;j, et Pr1a0dup0 ¢1_,11'
(2) Montrer que I', possede p classes de conjugaison.

(3) Montrer que I', posséde p — 1 représentations irréductibles complexes de dimension 1. On utili-
sera le morphisme de groupe ¢, — a et le fait que le groupe multiplicatif (Z] pZ)* est cyclique.

Soit E I’espace vectoriel formé des fonctions f : Z/pZ — C. On considere I’action linéaire de I', sur
E définie par la relation

(bap - ) (x) = fla'x~a"'b).

On note F C E le sous-espace vectoriel des fonctions f vérifiant ) c7/,z f(x) = 0.

(4) Vérifier que F est une sous-représentation de E.
(5) Calculer les caracteres y g et yr des représentations E et F.

(6) Montrer que F' est une représentation irréductible de I',.



