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Questions isolées (6 points)

a. Soit v1 = (a1, . . . , an) ∈ Zn un vecteur non nul. Montrer que v1 peut être complété en une base
{v1, . . . , vn} de Zn si et seulement si pgcd(a1, . . . , an) = 1.

b. Déterminer les facteurs invariants du Z-module (Z/100Z) × (Z/80Z) × (Z/90Z).

c. Soit V une représentation irréductible complexe d’un groupe abélien fini G. Montrer que dim V = 1.

Exercice 1 (4 points)

(1) Rappeler la définition des invariants de similitude d’un endomorphisme A ∈ End(Rn).

(2) Dénombrer le nombre de classes de conjugaison dans X := {A ∈ End(R6), A3 = 0}.

Exercice 2 (4 points)

Déterminer une base de chaque Z-module :

(1) M := {(x, y, z) ∈ Z3, 20x + 18y + 15z = 0}.

(2) N := {(x, y, z) ∈ Z3, 20x + 18y + 15z ∈ 100Z}.

Exercice 3 (6 points)

On considère le groupe G ⊂ GL2(R) engendré par la rotation R d’angle 2π
7 et la symétrie S définie par

S (x, y) = (x,−y).

(1) Déterminer les éléments du groupe G.

(2) Décrire le sous groupe dérivé [G,G].

(3) Décrire les classes de conjugaison du groupe G.

(4) Déterminer les représentations irréductibles de G.


