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interdit.

Durée : 1h30
Questions isolées (10 points)

a. On rappelle qu’un polynéme P = 3/, a X* € Z[X] - {0} est dit primitif si pged(ay, . . .,a,) = 1.
Montrer que le produit de deux polyndmes primitifs est un polyndéme primitif.

b. Dans I’anneau euclidien Z[i] :

(1) Effectuer la division euclidienne de 8 + 5i par 2 + 3i.

(2) Calculer le pged de 8 + 5i par 2 + 3i.

¢. On considere 1’anneau de polyndmes Z/5Z[X], ainsi que le quotient K := Z/5Z[X]/(X*> + X + 1).
Montrer que K est un corps. Quel est son cardinal ?

d. Décrire tous les morphismes de groupes ¢ : Z/80Z — Z/50Z.

e. Est-ce que Z[X] possede un idéal qui n’est pas un Z[X]-module libre ?

Exercice 1 (4 points)

(1) Déterminer la torsion du groupe abélien R/Z.

(2) Montrer que, ¥n > 1, il existe un unique sous-groupe cyclique de R/Z d’ordre n.

Exercice 2 (6 points)

Soit @ = % (1 + z\/ﬁ) On note Z[a] le sous-anneau de C engendré par 1 et a.

(1) Déterminer un polyndme de degré 2 a coeflicients entiers qui annule . En déduire que tous les
éléments de Z[a] sont de la forme x + ya, x,y € Z.

(2) Montrer qu’il n’existe pas de morphisme d’anneaux Z[a] — Z/3Z.

(3) Montrer que I’'idéal engendré par 2 est maximal dans Z[«].



