
Feuille de TD 2-EF : Application de la méthode des Éléments Finis 
 
Exercise 1: bar subjected to its own weight. 
Consider a straight bar of length L, with a constant cross-section S, made of an 
isotropic homogeneous material of Young's modulus E and density r. The bar is 
fixed at one end and is subject to its own weight. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A] Analytical resolution. 

- Establish the equilibrium equation, the behaviour law, the boundary conditions.  
- Solve the problem analytically to obtain the displacement u(x) at any point.  
- Calculate the normal force N(x) at any point.  

 
B] Approximate resolution by the EF method.  
1st case: the column is modeled by a linear element with two nodes. 

• Write the variational formulation of the problem. 
• Recall the nodal unknowns of the bar element (i.e., under 

tension/compression) with linear shape functions. Express 𝑢(𝑥) as a function 
of these unknowns and the interpolation functions 𝑁!(𝑥) and 𝑁"(𝑥), which you 
will explicitly define. 

• Formally express the problem in the form [𝐾#][𝑄] = [𝐹#], where [𝐾#] is the 
element stiffness matrix and [𝐹#] is the element load vector. 

• Explicitly compute the element vector [𝐵#], and deduce [𝐾#]. 
• Explicitly compute the element load vector [𝐹#]. 
• Apply the boundary conditions and solve. Compare with the analytical solution 

and discuss. 



C] Approximate solution using the Finite Element (FE) method. 
Case 2: The column is modeled by three linear two-node elements of equal 
length 𝑳/𝟑. 
When using more than two elements, it becomes more convenient to work with 
the “reference element.” 
• Provide a parameterization of the system. Once defined, it must remain 

unchanged. 
• Recall the variable transformation used to switch from the x-coordinate system 

to the r-coordinate system. 
• Recall the expressions of N!(r) and N"(r), the interpolation functions (fonction 

de fprme in French) in the reference coordinate system. 
• Construct [Bref] from N!(r) and N"(r). How is [Bref] transformed into [B$]? 
• Construct [Kref]. How is [Kref] transformed into [K$]? 
• Write the stiffness matrices [K$

(!)], [K$
(")], and [K$

(')] for each element. 
• Assemble the element matrices to form the global stiffness matrix [K]. 
• Construct the force vector [F]. 
• Apply the boundary conditions, solve the system [K][Q] = [F], compare the 

result with the analytical solution and with the one-element solution, and 
discuss. 

 
D] Approximate solution using the Finite Element (FE) method. 
Case 3: The column is modeled by a quadratic three-node element. 

• Provide a parameterization of the system. Once defined, it must remain 
unchanged. 

• Recall the expressions of N!(r) , N"(r) , and N'(r) , the shape/interpolation 
functions in the reference coordinate system. 

• Construct [Bref]. 
• Construct [Kref] and deduce [K$]. 
• Construct [Fref] and deduce [F$]. 
• Apply the boundary conditions, solve the system [K][Q] = [F], and compare 

the result with the analytical solution, the one-element solution, and the two-
element solution. Discuss. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
Exercise 2: Truss case. 
The objective of this exercise is to study a truss composed of only three bars. We will 
number the nodes and the elements as in the figure below. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
•  Write the boundary conditions of the problem. Specify the number of degrees of 
freedom (DOF) of the complete system. 
•  The stiffness matrix of a bar in the global coordinate system is given by: 

 
Course question: How do we go from the expression of [𝐾#] (the stiffness matrix in 
the local coordinate system of the bar) to [𝐾#(], the stiffness matrix in the global 
coordinate system? 

• Compute the stiffness matrices for each bar. 
• Assemble the matrices and construct the global load vector [𝐹(]. 
• Determine the nodal displacements. 

 
 
Exercise 3: For practice. 
Determine the nodal displacements for the following truss: 

Problème II : On se propose de résoudre le problème du treillis plan constitué 
de 3 barres (Figure ci dessous). 
L’objectif de cet exercice est d’étudier un treillis composé uniquement de 3 barres. 
Nous allons numéroter les nœuds et les éléments comme sur la figure si dessous.  
 

Q1 : Écrire les conditions aux limites du problème. Donner le nombre de ddl du 
problème complet et celui utilisant la symétrie. 

Q2 : Calculer les matrices de rigidité pour chaque barre. On rappelle que dans le 
repère global,  
 

Q3 : Assembler les matrices. 

Q4 : Prendre en compte les conditions aux limites et résoudre.  

Q5 : Déterminez le déplacement des nœuds.  

Q6 : Déterminez les efforts dans les barres.  

Problème II : On se propose de résoudre le problème du treillis plan constitué 
de 3 barres (Figure ci dessous). 
L’objectif de cet exercice est d’étudier un treillis composé uniquement de 3 barres. 
Nous allons numéroter les nœuds et les éléments comme sur la figure si dessous.  
 

Q1 : Écrire les conditions aux limites du problème. Donner le nombre de ddl du 
problème complet et celui utilisant la symétrie. 

Q2 : Calculer les matrices de rigidité pour chaque barre. On rappelle que dans le 
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Q3 : Assembler les matrices. 

Q4 : Prendre en compte les conditions aux limites et résoudre.  

Q5 : Déterminez le déplacement des nœuds.  

Q6 : Déterminez les efforts dans les barres.  

Feuille TD « à distance » en Elément Finis 
 
Exercice 1 
Lors d’un précédent TD nous avons travaillé sur la modélisation d’une colonne de 
hauteur H, soumise à son propre poids. 
Cette colonne est caractérisée par un module d’Young E(x) variable le long de son 
axe x donné par : 
 
 
Avec E0 un module caractéristique constant. Le chargement linéique est défini par : 
 
 
 
Avec                                                    la masse volumique. 
 
Les questions étaient les suivantes : 

1) Ecrire la formulation faible du problème 
2) La colonne est modélisée par 1 élément linéaire à deux nœuds de taille la 

hauteur de la colonne. Ecrire la matrice de rigidité [K] en passant par la 
construction de la matrice de rigidité de référence [Kref] 

3) Construire le vecteur force nodal [F] en passant par le vecteur [Fref] 
4) Ecrire et résoudre le problème en rajoutant les conditions aux limites. 

Toutes ces questions ont été résolues en TD. 
 
La question qui vous est posée est : Ecrire et résoudre le problème dans le cas ou 
l’on considère deux éléments linéaires de longueur H/2. 
 
Exercice 2 
On se propose de résoudre le problème du treillis plan constitué de deux barres (voir 
figure). Une charge                                est appliquée au nœud 2. Les nœuds 1 et 3 
ont leurs déplacements bloqués. La barre b1 a pour longueur L. Les sections des 
barres b1 et b2 sont S. 

1) donner le nombre de ddl d’un élément barre, puis du problème. 
2) Rappeler la forme de la matrice de rigidité dans le plan (O,X,Y) d’une barre 

de longueur L orientée d’un angle theta par rapport a X. 
3) Ecrire les matrices de rigidité pour les deux barres 
4) Assembler la matrice de rigidité totale et construire le vecteur force. 
5) Prendre en compte les conditions aux limites 
6) Résoudre le système 
7) En déduire les réactions d’appuis 
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Figure 1 – système à étudier
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Figure 2 – Système de treillis à étudier
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